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ПрИмененИе БыСтрого ПреоБразоВанИя ФурЬе  
для решенИя СВертоЧныХ ураВненИЙ 

 на дИЭдралЬныХ груППаХ

Метод Фурье на коммутативных группах давно применяется во многих областях математики, физики 
и технических наук. В настоящее время растет применение этого метода и для некоммутативных групп: 
в частности, в области анализа ранжированной информации, при разработке методов помехоустойчивого 
кодирования, в теории и практике сетей передачи данных, при анализе изображений, в задаче дифрак-
ции на телах с некоммутативной группой симметрий. Особый интерес представляет разработка быстрого 
преобразования Фурье, позволяющего значительно ускорить решение практически важных задач. Но по 
сравнению с коммутативным случаем построение быстрого преобразования Фурье для некоммутативных 
групп существенно затрудняется из-за сложного строения дуальных объектов групп, в терминах которых 
это преобразование конструируется. Разработка эффективных алгоритмов быстрого преобразования Фу-
рье и алгоритмов, оптимизированных под различные компьютерные архитектуры, для некоммутативных 
групп интенсивно ведется и в настоящее время. В данной статье исследуется метод Фурье решения свер-
точных уравнений на диэдральных группах Dm. Построено быстрое преобразование Фурье на диэдральных 
группах на основе редукции к быстрому преобразованию Фурье на циклических группах, получены явные 
численные формулы для прямого и обратного преобразований. На основе доказанных формул разработан 
эффективный алгоритм решения сверточных уравнений на диэдральных группах со сложностью O(mlogm), 
где m – порядок максимальной циклической подгруппы диэдральной группы. Полученные теоретические 
результаты позволили на основе использования языка программирования C# разработать программную 
реализацию численного метода решения сверточных уравнений на произвольной группе Dm. В заключение 
приведены результаты численных экспериментов.
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Быстрое преобразование Фурье (БПФ) по-
строено в 1965 году в [1], после чего появилось 
много различных алгоритмов и модификаций 
БПФ для циклической группы Zn и других 
коммутативных групп. Для некоммутативных 
групп G построение БПФ существенно труд-
нее из-за более сложного строения дуальных 
объектов Ĝ по сравнению с коммутативным 
случаем. В 1978 году приведен один из первых 
примеров БПФ для некоторых некоммутатив-
ных групп [2]. Затем были созданы такие ал-
горитмы для разрешимых групп [3], некоторых 
конечных групп [4], [5], а также суперразреши-
мых некоммутативных групп [6]. Разработка 
более эффективных алгоритмов БПФ для раз-
личных классов некоммутативных групп ак-
тивно ведется и сейчас. 

Метод Фурье на некоммутативных группах 
имеет широкое применение [7]. В частности, в 
области анализа ранжированной информации 
[8], при разработке методов кодирования [9] и 
сетей передачи данных [10]. Диэдральные груп-
пы используются для создания фильтров и ана-
лиза изображений [11]; Р.П. Тарасов и И.А. За- 
городнов применяли метод Фурье в задаче 
дифракции на телах с некоммутативной груп-
пой симметрий и, в частности, c диэдральной 
группой [12]. 

Целью настоящей работы является разра-
ботка и программная реализация алгоритма 
быстрого преобразования Фурье на диэдраль-
ной группе Dm, решение на этой основе свер-
точных уравнений и проведение численных 
экспериментов. 

В разделе 2 приводятся необходимые сведе-
ния о сверточных уравнениях и преобразовании 
Фурье на конечных некоммутативных группах. 
В разделе 3 представлены разработанный и про-
граммно реализованный алгоритм быстрого 
преобразования Фурье на диэдральной группе и 
созданный на этой основе представлен метод ре-
шения уравнений в свертках на группе Dm. В раз-
деле 4 приводятся результаты численных экспе-
риментов и рассматривается вопрос о сложности. 

Сверточные уравнения и преобразова-
ние Фурье на конечных некоммутативных 

группах. На произвольной конечной группе G 
введем атомарную меру и рассмотрим про-
странство комплексных функций Lp(G) при 
1 p≤ < ∞  с нормой

       
1

( ) .
pp

p
k G

k
∈

 
j = j  ∑

В конечномерном линейном пространстве 
все нормы эквивалентны [13, с. 202], поэтому 
все пространства Lp(G) при 1 p≤ < ∞  изоморф-
ны. Левая свертка и правая свертка функций j 
и y из L1(G) обозначаются lj ∗ y и rj ∗ y  соот-
ветственно и определяются формулами:
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Оператор левой свертки ( ) ( ) ( )1 1:l
aC L G L G→  

определяется равенством
( )( )( ) ( )( )l
a lC f y = a f y , y G.∗ ∈

Аналогично определяется оператор правой 
свертки ( )r

aC : 
( )( )( ) ( )( )r
a rC f y = a f y , y G.∗ ∈

В случае коммутативной группы операторы 
левой и правой свертки совпадают. 

На циклической группе Zn преобразование 
Фурье F : L2(Zn)→L2(Zn) определяется равен-
ством 

( )( )( ) ( )
21

0

  
kln i

n
n

l=

F f k = f l e , k, l Z
p−

∈∑
[14, с. 188], а обратное преобразование Фурье 
F–1 действует по формуле 

( )( )( ) ( )
21

1

0

1   
kln i

n
n

k=

F f l = f k e , k, l Z .
n

p− −− ∈∑
Для задания преобразования Фурье на 

произвольной конечной группе G понадобят-
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ся дополнительные конструкции из теории 
представлений [14]. Далее будем рассматри-
вать линейные представления группы G в ли-
нейном пространстве Cn, т. е. гомоморфизмов 
G в группу невырожденных матриц GL(n, C). 
Представление в группу унитарных матриц 
U(n) называется унитарным. Если в простран-
стве Cn представления T есть подпространство, 
инвариантное относительно всех T(g), g ∈ G, 
то говорят, что представление T приводимо. В 
противном случае представление называется 
неприводимым. Характером группы G называ-
ется произвольный гомоморфизм этой группы 
в мультипликативную группу { }1 : z 1 .S = z C∈ =
Характер χТ конечномерного представления T 
группы G определяется с помощью следа: 

( ) ( )( )T g = tr T g .χ

Представления T, T ′  называются эквива-
лентными, если существует такая обратимая 
матрица Q, что ( ) ( )1T g = Q T g Q− ′  для любого  
g ∈ G. Множество классов эквивалентности 
унитарных неприводимых представлений 
группы G обозначают Ĝ  и называют дуальным 
объектом группы G. Если группа G коммута-
тивна, то дуальный объект является группой и 
все неприводимые унитарные представления 
одномерны. В некоммутативном случае дуаль-
ный объект для группы G не является группой, 
и построить его труднее [15, с. 10–11]. Если 
группа G конечна, то и дуальный объект Ĝ  ко-
нечен, и мы зададим на нем атомарную меру. 

Далее в вычислениях вместо класса эквива-
лентности Ĝs ∈  будем при необходимости, как 
обычно, использовать фиксированное пред-
ставление из этого класса. Множество таких 
фиксированных представлений обозначим G , 
и для функций ( )2

ˆL Gy ∈  вместо ( )y s  будем 
писать ( )y ρ , где  Gρ = s ∩  . Прямое преобра-
зование Фурье 2 2

ˆ: ( ) ( )F L G L G→  определяется 
следующим образом [5, с. 32]: 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )ˆ ˆ ,
x G

f = F f = f x x , G
∈

ρ ρ ρ ρ ∈s ∈∑
 
(2.1)

а обратное 1
2 2

ˆ: ( ) ( )F L G L G− →  задается равен-
ством

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )1 11 ,
G

x = F g x = d tr x
G

− −
ρ

ρ∈

y y ρ ρ∑




х ∈ G,                            (2.2)
где dρ – размерность неприводимого представ-
ления ρ. (Здесь и далее для произвольного ко-
нечного множества X через X будем обозна-
чать его мощность.)

Теперь рассмотрим уравнение 
( )0 2  a = b , a, b L G ,∗ j ∈                (2.3)

относительно неизвестной ( )2L Gj ∈ . Имеет 
место следующий аналог известного утверж-
дения о существовании решения сверточного 
уравнения для случая коммутативных групп. 

Лемма. Сверточное уравнение (2.3) имеет 
решение для любой правой части 0b  тогда и 
только тогда, когда для всех Gρ ∈   выполняется 

( )( )( ) 0.F a ρ ≠
Доказательство. Подействуем на обе части 

уравнения (2.3) преобразованием Фурье и вос-
пользуемся свойством преобразования Фурье 
относительно свертки [5, с. 40]: 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )0F a F = F b , G.ρ ⋅ j ρ ρ ρ ∈ 

Если ( )( )( ) 0F a =ρ  для какого-то Gρ ∈  , то 
правая часть ( )( )( )0F b ρ  тоже должна быть рав-
на нулю и уравнение неразрешимо для произ-
вольной правой части b0. 

Обратно, если значение ( )( )( )F a ρ  для всех 
Gρ ∈   отлично от нуля, тогда 

( ) ( )( ) ( )1
0F = F a F b

−
j

и можно подействовать обратным преобразова-
нием Фурье и получить решение уравнения (3):    

( )( ) ( )( )11
0= F F a F b .•

−−j
Нахождение неизвестной функции j урав-

нения (2.3) с помощью преобразования Фурье 
состоит из 3 шагов: 
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1) подействуем на уравнение (2.3) преобра-
зованием Фурье: 

( ) ( ) ( )0 ;F a F = F b⋅ j
2) умножим полученное уравнение слева на 

обратный элемент к (F(a))(x): 
( ) ( )( ) ( )1

0 ;F = F a F b
−

j
3) воспользуемся обратным преобразовани-

ем Фурье и найдем j: 

( )( ) ( )( )11
0= F F a F b .

−−j
Эта схема решения сверточного уравнения 

хорошо известна и широко применяется для 
абелевых групп. Для некоммутативных групп 
она становится сложнее из-за того, что для 
каждой группы нужно находить неприводимые 
представления и строить свой дуальный объект 
[15, с. 64].

БПФ на диэдральной группе Dm. Пусть 
m∆  – правильный m-угольник с центром в на-

чале координат. Диэдральной группой Dm на-
зывают группу линейных преобразований 
плоскости, состоящую из тождественного пре-
образования, поворотов плоскости на углы 

( )2 / ,2 2 / , , 1 2 /m m … m mp ⋅ p − ⋅ p  и симметрий 
относительно осей симметрий m∆ .

Легко видеть, что группа Dm является груп-
пой с двумя образующими a и b, где a имеет 
порядок m, b имеет порядок 2 и выполняется 
соотношение bad = am–1, т. е. Dm = {e, a,..., am–1, 
b, ab,..., am–1b}, и 2mD m=  [15, с. 68].

Для группы Dm следует различать случаи 
четного и нечетного m. Для четного m группа 
Dm имеет ровно 4 характера: χ1,χ2,χ3,χ4, кото-
рые определяются следующими условиями: 

( )1 1ka =χ  и ( )1 1ka b =χ , ( )2 1ka =χ  и ( )2 1,ka b =χ −   

( )3 ( 1)k ka =χ −  и ( )3 ( 1)k ka b =χ − , ( )4 ( 1)k ka =χ −  

и ( ) 1
4 ( 1)k k+a b =χ − , где k ∈ Zm. В случае нечет-

ного m группа Dm имеет 2 характера: χ1 и χ2, ко-
торые определяются по таким же формулам, 

которые приведены выше. Так как группа Dm 
некоммутативная, то она должна иметь непри-
водимые унитарные представления размерно-
сти больше 1. Пусть α – примитивный корень 
m-й степени из единицы, например 

2 i
m= e .
p

α  
Тогда представления hU

α
, где h = 1,2,...,(m – 

–1)/2 при нечетном m и h = 1, 2, ..., (m – 2)/2 при 
четном m, определяемые формулами: 

( ) ( ) ( )
( )1

1

0 0 , (3.1)
00

hj h m j
j j

h h hjh m j
U a = , U ba =

−

−α α

 α  α
   α α 

являются неприводимыми, попарно неэквива-
лентными и унитарными [15, с. 69].

Пусть sk – класс эквивалентности унитар-
ных представлений группы Dm, содержащий 
представление kU

α
. Если m – нечетно, то двой-

ственный объект для Dm состоит из 2 характе-
ров χ1, χ2 и 1

2
m −  элемента 1 2 1

2
m, ,…, −s s s , т. е. 

1 2 1 2 1
2

ˆ ,m mD = , , , ,…, −

 
χ χ s s s 

 
если m – четно, то двойственный объект для Dm  
состоит из 4 характеров χ1, χ2, χ3, χ4 и 2

2
m −  эле-

мента 
1 2 2

2
m, ,…, −s s s , т. е. 

1 2 3 4 1 2 2
2

ˆ
m mD = , , , , , ,…, −

 
χ χ χ χ s s s 

 [15, с. 74]. 
Для построения быстрого преобразования 

Фурье занумеруем элементы группы Dm следу-
ющим образом: 

k
kg = a ,

где 0 k < m≤  и 
modk m

kg = a b,

где 2m k < m≤ . 
Теорема 1. Пусть Dm – диэдральная груп-

па и ˆ
mD  – двойственный объект для Dm, mD  

– множество представлений группы, каждое из 
которых соответствует классам эквивалентно-
сти mDs ∈ , тогда преобразование Фурье функ-
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ции ( )2f L G∈  вычисляется по формуле 

( ) ( ) ( )
1

0

m

l k l k
k=

f = f g g ,
−

χ χ∑
           

(3.2)

для одномерных представлений l mDχ ∈  , где  
l = 1, 2 в случае нечетного m и l = 1, 2, 3, 4 в 
случае четного m, и по формуле 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
1

2 2
0

ˆ
ikh ikh

m mm
k k+m

h ikh ikh
k= m m

k+m k

f g e f g e
f U = ,

f g e f g e

p p
−

p pα − −

 
 
   

∑ (3.3)

для двумерных неприводимых унитарных пре-

дставлений h mU D
α

∈  , где 
2 i
m= e
p

α  и 11,2,
2

mh = …, −  при 

нечетном m и 21, 2, ,
2

mh = … −  при четном m. Слож-

ность преобразования Фурье на диэдральной 
группе Dm равна O(mlogm). 

Доказательство. Формула (3.2) вытекает 
из формулы прямого преобразования Фурье 
(2.1) и нумерации элементов группы, приве-
денной перед теоремой. Количество операций 
умножения, требуемое для вычисления преоб-
разования Фурье функции f, для одномерных 
представлений составляет O(m). 

Рассматривая формулу (2.1) прямого пре-
образования Фурье функции f для двумер-
ных представлений h mU D

α
∈   группы Dm, при 

11,2,
2

mh = …, −  при нечетном m и 21,2,
2

mh = …, −  
при четном m получаем: 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
2

1

2
0

0ˆ

0

ikh
m m

h h h k ikh
x D k=m m

e
f U = F f U = f x U x = f g +

e

p
−

pα α α −∈

 
 
 
 

∑ ∑

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 21 2 1
2

2 1
0

2 2 22 1 1

0

0

0

ikh ikhm m
ikh m m

k km m
k= k=m

k ikh ikh ikhm m
k=m m m m

k k
k=m k=

f g e f g e
e

+ f g .
e f g e f g e

p p− −
p

−

p p p− −− − −

 
   
   =   
    

∑ ∑
∑

∑ ∑

Сделаем замену ( ) ( ) ( )
2 2 ( ) 22 1 1 1

0 0

ikh i k m h ikhm m m
m m m

k k+m k+m
k=m k= k=

f g e = f g e f g e .
p p + p− − −

=∑ ∑ ∑

Тогда 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 21 1

0 0
2 21 1

0 0

ˆ

ikh ikhm m
m m

k k+m
k= k=

h ikh ikhm m
m m

k+m k
k= k=
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Когда h меняется от 0 до m – 1, то в каждой 
ячейке матрицы записано преобразование Фу-
рье для циклической группы Zm. Таким обра-
зом, для того, чтобы получить быстрое преоб-

разование Фурье для диэдральной группы Dm, 
нужно применить быстрое преобразование Фу-
рье для Zm для каждого элемента матрицы. 
Сложность одного быстрого преобразования 
Фурье для Zm составляет O(mlogm) [1], получа-
ем, что сложность преобразования Фурье для 
диэдральной группы Dm составит O(mlogm) , 
где m – порядок максимальной циклической 
подгруппы группы Dm. •  

Теорема 2. Пусть Dm – диэдральная группа 
и ˆ

mD  – двойственный объект для Dm, mD  – 
множество представлений Dm, каждое из кото-
рых соответствует классам эквивалентности 
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где 
11,2,

2
mh = …, −

 при нечетном m и 
21,2,

2
mh = …, −  при четном m. Тогда: 1) обратное 

преобразование Фурье функции ( )2
ˆ ,L Gj ∈ ког-

да m произвольное нечетное, вычисляется по 
формулам: 
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при 2m k < m≤ ; 
2) для произвольного четного m: 
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где 1 2 3 4 m, , , Dχ χ χ χ ∈  , при 0 < k < m  и 
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где 1 2 3 4 m, , , Dχ χ χ χ ∈  , при 2m k < m≤ . Слож-
ность обратного преобразования Фурье на диэ-
дральной группе Dm равна O(mlogm). 

Доказательство. Рассмотрим формулу 
обратного преобразования Фурье (2.2) функ-

ции j ∈ L2(Ĝ) для случая нечетного m и пре-
образуем ее: 
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где 0 < k < m . При 2m k < m≤  получаем 
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Таким образом, получаем формулу обрат-
ного преобразования Фурье на диэдральной 
группе для произвольного нечетного m: 
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при 0 < k < m  и 
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при 2m k < m≤ . 
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Таблица 1

ДИАПАЗОН МОЩНОСТЕЙ ГРУПП ОТ 100 ДО 800

№ 1 |G| 100 200 300 400 500 600 700 800

1 t (БПФ, Dm) 0.009 0.013 0.022 0.0223 0.0235 0.042 0.0425 0.043

2 t (БПФ, Z2m) 0.005 0.0079 0.015 0.0153 0.0155 0.0318 0.033 0.035

3 t (ПФ, Z2m) 0.042 0.043 0.074 0.138 0.205 0.318 0.439 0.517

4 t (МГ, Dm) 0.023 0.153 0.37 0.885 1.754 4.086 4.75 9.891

Для чeтного m формула немного изменится,  
т. к. вместо 2 появляются 4 характера. Форму-

при 2m k < m≤ . Когда k меняется от 0  до m – 1 и 
от m до 2m – 1, то в формулах (1)–(4) записаны 
прямое и обратное преобразования Фурье для 
циклической группы Zm. Таким образом, для 
того чтобы получить быстрое обратное преоб-
разование Фурье для диэдральной группы Dm, 
нужно применить быстрое преобразование Фу-
рье для циклической группы Zm 4 раза. Слож-
ность обратного преобразования Фурье для ди-
эдральной группы Dm составит O(mlogm), где 
m – порядок максимальной циклической под-
группы группы Dm. •  

Численные эксперименты. Алгоритм ре-
шения сверточного уравнения на конечной 
группе, приведенный в конце раздела 2, состоит 
в применении прямого и обратного преобразо-
ваний Фурье (ПФ), а также поточечного умно-

жения на вектор. В разделе 3 для диэдральной 
группы Dm разработан алгоритм быстрого пре-
образования Фурье (БПФ), сложность которого 
O(mlogm). В силу теорем 1, 2, сложность реше-
ния сверточного уравнения на Dm при исполь-
зовании построенного алгоритма составляет 
O(mlogm). В работе построено программное 
средство для решения сверточного уравнения 
на Dm, проведены эксперименты и проанализи-
рована зависимость времени работы програм-
мы от мощности группы (МГ). 

Результаты экспериментов представлены в 
табл. 1 и 2, при этом табл. 1 содержит диапа-
зон мощностей групп от 100 до 800, а табл. 2 
– от 1000 до 2000. В первой строке таблицы ука-
зано время работы программы решения сверточ-
ного уравнения на группе Dm с использованием 

ла для четного m выводится аналогичным об-
разом: 
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Таблица 2

ДИАПАЗОН МОЩНОСТЕЙ ГРУПП ОТ 1000 ДО 2000

№ 2 |G| 1000 1200 1400 1600 1800 2000

1 t (БПФ, Dm) 0.046 0.086 0.087 0.091 0.095 0.098

2 t (БПФ, Z2m) 0.032 0.061 0.062 0.063 0.064 0.068

3 t (ПФ, Z2m) 0.881 1.179 1.604 2.213 2.64 3.25

4 t (МГ, Dm)      14.095      24.347      38.688       78.98     129.115     193.516

БПФ. Для сравнения во второй строке указано 
время работы аналогичной программы на цикли-
ческой группе Z2m (описание метода для БПФ на 
циклических группах содержится в [1]). Числен-
ные результаты показывают, что время работы 
алгоритма для неабелевой группы Dm не суще-
ственно отличается от времени работы для рав-
номощной ей абелевой группы Z2m. Однако полу-
ченные численные результаты демонстрируют 
преимущество решения сверточного уравнения 
с применением БПФ, перед обычным преобра-
зованием Фурье (ПФ) (см. (2.1), (2.2)) и методом 
Гаусса (МГ). Соответствующие результаты экс-
периментов приведены в 3 и 4 строках таблиц. 

Численные эксперименты проводились 
на ОС Windows 7 Professional, Service Pack 1, 
64bit, процессор Intel Core 2 Quad CPU Q6600 
2.40GHz, ОЗУ 4.00 Gb. Программное средство 
реализовано с помощью языка программирова-
ния C#.

Заключение. На диэдральной группе Dm
mD  построено быстрое преобразование Фурье. 

Разработана программная реализация числен-
ного метода решения сверточных уравнений на 
произвольной диэдральной группе mD  ( 3m ≥ ) 
с применением построенного быстрого преоб-
разования Фурье и приведены результаты чис-
ленных экспериментов. 
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FAST FOURIER TRANSFORM FOR SOLUTION OF CONVOLUTION EQUATIONS  
ON DIHEDRAL GROUPS

Fourier method has been used for a long time in many fields of mathematics, physics and engineering 
sciences on commutative groups. At present time this method is used for non-commutative groups: in 
the analysis of ranked data, in developing of methods for Error Control Coding, in DTN theory and 
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practice, in the imaging analysis, in the problem of diffraction on bodies with non-commutative symmetry 
group. The development of the fast Fourier transform that can significantly speed up the solution of 
important practical problems is of particular interest. But in comparison with the commutative variant the 
construction of the fast Fourier transforms for non-commutative groups is more difficult because of the 
complexity of the dual objects group in terms of which this transformation is constructed. Development of 
efficient fast Fourier transform algorithms and algorithms optimized for different computer architectures 
for non-commutative groups is intensively conducted currently. This paper studies Fourier method of 
solution of convolution equations on dihedral groups mD . The fast Fourier transform on dihedral groups 
on the basis of reduction to the fast Fourier transform on the cyclic groups is built, the explicit numerical 
formulas for forward and inverse transformations are obtained. On the basis of proved formulas an 
effective algorithm has been developed for solution of convolution equations on dihedral groups with 
complexity O(mlogm), where m is the order of maximal cyclic subgroup of the dihedral group. Obtained 
theoretical results allowed us on the basis of the programming language C# to develop a software 
implementation of the numerical method for solution of convolution equations on arbitrary group mD . 
The results of numerical experiments are presented in the paper.

Keywords: dihedral group, convolution equations, Fourier method, fast Fourier transform.
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