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МАКСИМАЛЬНЫЕ ПРЕфИКСНЫЕ КОДЫ  
И ПОДКЛАССЫ КЛАССА КОНТЕКСТНО-СВОБОДНЫХ ЯЗЫКОВ

В данной работе рассматривается связь максимальных префиксных кодов с теорией формальных 
языков и алфавитным кодированием. В терминах максимальных префиксных кодов формулируются 
условия коммутирования в глобальном надмоноиде свободного моноида, критерий эквивалентности пары 
конечных языков и ряд других результатов, связанных с бесконечными итерациями языков. Многие из 
этих результатов связаны с алгоритмическими проблемами для мономиальных алгебр (т. е. ассоциативных 
алгебр, заданных с помощью так называемых языков обструкций).

В алфавитном кодировании преимущественно используются префиксные коды, т. к. свойство префикса 
гарантирует однозначную декодируемость. Максимальные префиксные коды обладают рядом дополни-
тельных свойств: в неравенстве Макмиллана для них выполняется равенство; все вершины кодового дере-
ва являются насыщенными. 

Мы использовали соответствие между максимальными префиксными кодами и кодовыми деревьями, 
благодаря чему нами произведен подсчет числа максимальных префиксных кодов заданной мощности r в 
q-буквенном алфавите. В работе получена общая формула, приведены примеры ее применения.

Максимальных префиксных кодов мощности r над q-буквенным алфавитом не существует, если оста-
ток от деления r на q-1 не равен 1.

Частное k от деления r на q-1 можно интерпретировать как максимальное число ярусов в кодовом дере-
ве, а также как количество пучков из q ребер, составляющих дерево. Набор (n1, n2, n3, … , ns) представляет 
собой распределение этих пучков по ярусам кодового дерева. 

В заключение приведен ряд нерешенных задач, сформулированы гипотезы необходимых условий ком-
мутирования, требующие проверки.

Ключевые слова: контекстно-свободный язык, префиксный код, кодовое дерево, максимальный 
префиксный код.
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Максимальные префиксные коды рассма-
триваются в нескольких разделах широко из-
вестной монографии [1]. Очевидна связь этой 
проблематики с некоторыми вопросами тео-
рии формальных языков, в частности с беско-
нечными итерациями языков, исследуемыми 
одним из авторов настоящей статьи в [2, 3]. 
В терминах максимальных префиксных кодов 
формулируются условия коммутирования в 
глобальном надмоноиде свободного моноида 
[4]. Результаты этих исследований применяют-
ся, например, в задачах описания подклассов 
класса контекстно-свободных языков с разре-
шимой проблемой эквивалентности.

В некоторых подклассах класса контекстно-
свободных (КС) языков в отличие от всего этого 
класса разрешима проблема эквивалентности 
[5–7]. Важно отметить, что мы при этом имеем 
в виду недостаточно подробно исследованный 
класс детерминированных контекстно-свобод-
ных языков, проблема эквивалентности для 
которого была сформулирована еще в конце 
1960-х [8, разд. 4.2] и впоследствии была реше-
на. На наш взгляд, вопрос о приоритетах в ре-
шении этой проблемы является довольно спор-
ным. Например, авторам неизвестно, чтобы 
кто-либо обнаружил ошибки в доказательстве, 
приведенном в серии статей Л. Станевичене 
(см. статьи [9, 10] и работы, процитированные 
в них). По-видимому, можно довести до кон-
ца и не совсем завершенное доказательство  
В. Мейтуса в [11] – явных ошибок эта статья не 
содержит. Но, как и обычно в подобных ситуа-
циях, автором доказательства о разрешимости 
проблемы равенства детерминированных КС-
языков (иными словами, разрешимости про-

блемы эквивалентности детерминированных 
магазинных автоматов) считается не россий-
ский ученый, а Ж. Сьёнизерг (см. окончатель-
ный вариант его доказательства в [12])1.

Итак, мы имеем в виду подклассы, не со-
впадающие с классом детерминированных КС- 
языков. Однако с их помощью могут быть опи-
саны некоторые реальные языки программи-
рования (см. примеры в [13]). Для описания 
этих подклассов мы часто рассматриваем пары 
языков, удовлетворяющих рассматриваемому в 
[2–4, 6, 7] отношению эквивалентности A ≈ ∞B.

Отметим еще, что возможная связь между 
условиями выполнения отношения A ≈ ∞B и 
некоторыми другими алгебраическими пробле-
мами может быть получена на основе результа-
тов статей [14–16], в которых рассматривают-
ся ω- и 2ω-языки2 , порожденные в результате 
бесконечных последовательностей отражений 
точки от сторон некоторого многоугольника 
(иными словами, порожденные специальными 
биллиардами; см. также [17]). Эти результаты 
связаны с алгоритмическими проблемами для 
мономиальных алгебр (т. е. ассоциативных 
алгебр, заданных с помощью так назывемых 
языков обструкций)3. Стоит также обратить 
внимание, что и вместо обычных недетермини-
рованных конечных автоматов можно рассма-
тривать схожие с ними ω-автоматы (также см. 
[14, 15]) и формулировать условия эквивалент-
ности для них.

Итак, все упомянутое можно считать огра-
ничениями, которые накладываются на язык 
в некотором, обычно конечном, алфавите4. В 
данной работе мы произведем подсчет мак-
симальных префиксных кодов заданной мощ-

1Еще более ярким примером, также связанным с теорией формальных языков, является, по-видимому, 
опубликование Ю. Медведевым в 1956 году статьи с фактическим описанием недетерминированных конечных 
автоматов. Однако авторами НКА считаются М. Рабин и Д. Скотт, описавшие их лишь в 1959 году и впоследствии 
получившие за это Тьюринговскую премию.

2Например, ω-словом α над заданным алфавитом Σ можно считать любое отображение вида α: Z → Σ.
3Эта связь видна из результатов, приведенных в широко известных работах [18, 19]. Один из авторов выражает 

благодарность за консультации по данному вопросу А.Б. Верёвкину, доценту кафедры алгебро-геометрических 
вычислений Ульяновского государственного университета.

4Такие ограничения используются при описании подклассов класса контекстно-свободных языков (в другой 
терминологии – подмоноидов глобального надмоноида свободного моноида) в [4, 13]. 
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ности. Их также можно рассматривать как не-
который язык в кодирующем алфавите. Такие 
ограничения мощности являются вполне есте-
ственными. Например, при алфавитном коди-
ровании количество элементарных кодов долж-
но быть равно мощности алфавита сообщений, 
т. е. должно быть фиксированным. Одним из 
авторов в работах [20–22] рассматривались во-
просы подсчета помехоустойчивых кодов с не-
которыми дополнительными свойствами.

Приведем основные определения, исполь-
зуемые в статье, согласно [23] и [24]. Алфавит-
ное кодирование задается схемой 

1 1

2 2:

r r

a B
a B

a B

→
 →


 →

∑


.

Символам алфавита сообщений U = {a1, a2, 
… , ar} ставятся в соответствие некоторые сло-
ва B1, B2, … , Br в кодирующем алфавите W, на-
зываемые элементарными кодами. Используя 
указанное схемой ∑ соответствие, любое слово 
в алфавите сообщений U можно преобразовать 
в слово кодирующего алфавита W:

1 1
... ...

n ni i i ia a B B→ .

Код называется однозначно декодируемым, 
если любое слово в кодирующем алфавите 
либо не является кодовым, либо является кодом 
ровно одного сообщения. Однозначная декоди-
руемость кода зависит от множества С = {B1, 
B2, … , Br} элементарных кодов, само соответ-
ствие ∑ при этом не важно.

Будем говорить, что код (или множество 
элементарных кодов) С обладает свойством 
префикса, если ни один элементарный код не 
является префиксом (т. е. началом) никакого 
другого элементарного кода. Свойство префик-
са гарантирует однозначную декодируемость 
кода и эффективный алгоритм декодирования.

Префиксному коду С = {B1, B2, … , Br} мож-
но сопоставить корневое дерево, в котором 
каждой цепи от корня до концевой вершины 
соответствует элементарный код и наоборот.  

Префиксный код назовем полным (или мак-
симальным), если порядок ветвления всех не 
концевых вершин кодового дерева равен q – 
мощности кодирующего алфавита W.

Приведем пример полного кода в алфавите 
W = {0, 1, 2} и соответствующего ему кодового 
дерева (рис. 1). 

Для полных кодов, как известно, в неравен-
стве Макмиллана выполняется равенство, т. е.

1

1 1
i

r

l
i q=

=∑ .
 

Здесь li – длина элементарного кода Bi. Про-
цедура построения кодов с минимальной из-
быточностью (кодов Хаффмана) также в итоге 
дает полный код, если порядок ветвления всех 
вершин, в т. ч. и исключительной, равен q. Это 
условие выполняется, если r (число элементар-
ных кодов) при делении на q-1 дает остаток 1. 
Поясним данное соотношение.

Пусть дано произвольное кодовое дере-
во полного кода, например, изображенное на  
рис. 1. Перестроим его так, чтобы в каждом 
ярусе был ровно один пучок ребер. В нашем 
случае во втором ярусе имеется 2 пучка, поэто-
му второй пучок отрываем и переносим вниз в 
одну из концевых вершин самого нижнего яру-
са. Такое преобразование дерева не изменяет 
числа концевых вершин, т. к. одна вершина, от 
которой отрываем пучок, становится концевой, 

рис. 1. Кодовое дерево, соответствующее полному 
коду С = {2, 00, 01, 02, 11, 12, 100, 101, 102}
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и одна вершина, к которой приставляем пучок, 
перестает быть концевой (рис. 2).

В общем случае, проведя достаточное коли-
чество такого рода преобразований, получим 
дерево, у которого на каждом ярусе имеется 
ровно один пучок из q ребер. Получается, что 
на каждом ярусе, кроме нижнего, имеется ров-
но q-1 концевая вершина, а на нижнем ярусе – q 
концевых вершин. Теперь очевидно, что в пол-
ном коде общее число концевых вершин r при 
делении на q-1 дает остаток 1.

Подсчет количества различных максималь-
ных префиксных кодов N(r, q) с заданным чис-
лом слов r над кодирующим алфавитом мощно-
сти q. Эта задача эквивалентна задаче подсчета 
всех различных корневых деревьев с порядком 
ветвления не концевых вершин q, имеющим r 
концевых вершин.

Разделим r на q-1 с остатком. Как было ска-
зано выше, если остаток от деления не равен 1, 
то число таких кодов N(r, q) = 0.

Далее будем считать, что r = k ⋅ (q-1) + 1. 
Число k можно интерпретировать как макси-
мальное число ярусов в кодовом дереве, а так-
же как количество пучков из q ребер, составля-
ющих дерево.

Если k = 1, то имеется 1 дерево, состоящее 
из одного пучка q ребер.

Если 1 < k, то минимальное число ярусов 
равно 2, а максимальное, как всегда, k.

2 яруса имеют С(q, k-1) деревьев, ибо все-
го k  пучков: один начальный в первом ярусе, 
остальные k-1 – во втором. В пучке первого 
яруса из q ребер выбираем k-1 ребро для вет-
вления, что можно сделать С(q, k-1) различны-
ми способами и k–1 ≤ q, т. е. k ≤ q + 1.

Подсчитаем число кодовых деревьев, име-
ющих 3 яруса. Всего k пучков: один начальный 
в первом ярусе, остальные k-1 надо распреде-
лить во второй и третий ярус. Пусть ni – число 
пучков в i-м ярусе, и всегда имеем n1 ≅ 1. Тогда 
для чисел n2 и n3 должны выполняться условия: 

2 3

2

3 2

1
1 .

1

n n k
n q

n n q

+ = −
 ≤ ≤
 ≤ ≤ ⋅

                       

(*)

Тогда по каждой паре (n2, n3), удовлетворя-
ющей условиям (*), получим С(q, n2) ⋅ C(n2⋅q, 
n3) различных деревьев. Итого 3 яруса имеют 

2 3

2 2 3
( , ), (*)

( , ) ( , )
n n

C q n C n q n⋅ ⋅∑
уд

 деревьев.

Из проведенных рассуждений следует, что 
справедлива следующая теорема. 

Теорема. Пусть q – мощность кодирующе-
го алфавита W, r – количество слов в макси-
мальном префиксном коде над алфавитом W, и 
r = k ⋅ (q-1) + 1. Тогда число различных макси-
мальных префиксных кодов, у которых кодовое 
дерево имеет s ярусов (s ≤ k), находится по фор-
муле:

2 3

2 2 3 1
( , , ... , ), (**)

( , ) ( , ) ... ( , ),
s

s s
n n n

C q n C n q n C n q n−⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑
уд

 

где суммирование происходит по всем набо-
рам (n2, n3, … , ns), удовлетворяющим усло- 
виям: 
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рис. 2. Результат преобразования кодового дерева
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1 3,

s

i i

n n n k
n q
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.              (**)

Условия (**) эквивалентны условию: 

1 2 3

1

1

...
1

1 2,

s

i i

n n n n k
n

n n q i s−

 + + + + =


=
 ≤ ≤ ⋅ ∀ =

.            (***)

Тогда формула, приведенная в теореме, за-
пишется более кратко:

1 2 3

1 2 2 3 1
( , , , ... , ), (***)

( ,  ) ( ,  ) ... ( ,  )
s

s s
n n n n

C n q n C n q n C n q n−⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∑
уд

1 2 3

1

1
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( , ).
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s

i i
in n n n

C n q n
−

+
=

= ⋅∑ ∏
уд

Рассмотрим применение формулы из теоре-
мы в двух частных случаях.

1. Произведем подсчет деревьев, имеющих 
k-1 ярус. В случае s = k-1 имеется k-2 набора 
чисел, удовлетворяющих условиям (**): 

Для первого набора чисел: 
С(q, 2)⋅C(2q, 1)⋅C(q, 1)⋅C(q, 1)⋅…⋅C(q, 1) =  

= С(q, 2)⋅2q⋅qk-4 = С(q, 2)⋅2⋅qk-3. Ровно столько 
различных деревьев имеют k пучков, распреде-
ленных в k-1 ярус по одному пучку, и лишь во 
втором ярусе 2 пучка.

Для второго набора чисел и далее, кроме 
последнего, получается тоже С(q, 2) ⋅ 2 ⋅ qk-3  
деревьев.

В последнем случае С(q, 1) ⋅ C(q, 1)⋅ …⋅ C(q, 1) × 
× C(q, 2) = С(q, 2) ⋅ qk-3  деревьев.

Итого получим, что k-1 ярус имеют 
С(q, 2) ⋅ 2⋅qk-3 ⋅ (k-3) + С(q, 2)⋅qk-3 = С(q, 2) × 

× qk-3(2k-5) различных деревьев.
2. Произведем подсчет деревьев, имеющих 

k ярусов. В случае s = k имеется только один 

набор чисел, удовлетворяющих условию (**): 
n2 = 1, n3 = 1, … , nk = 1. Таким образом, k ярусов 
имеют qk-1 различных деревьев.

Значения, полученные по формуле для слу-
чаев s = k-1 и s = k, согласуются с проведенны-
ми комбинаторными подсчетами.

Пример. В качестве примера произведем 
подсчет различных максимальных префиксных 
кодов с кодирующим алфавитом W = {0, 1, 2} и 
количеством слов 9.

Имеем q = 3, 9 = 4 ⋅ 2 + 1, поэтому k = 4.
1 ярус имеет 0 деревьев, т. к. k ≠ 1.
2 яруса имеют С(q, k-1) = C(3, 3) = 1 дерево.
Подсчитаем количество деревьев, имею-

щих 3 яруса и 9 концевых вершин. Условиям 
(*) удовлетворяют пары чисел (1, 2) и (2, 1). 
Получим:

С(3, 1) ⋅ C(3, 2) + С(3, 2) ⋅ C(6, 1) = 3 ⋅ 3 +  
+ 3 ⋅ 6 = 27 деревьев.

Подсчитаем количество деревьев, имеющих 
4 яруса и 9 концевых вершин. Условиям (**) 
удовлетворяет одна тройка чисел (1, 1, 1), по-
этому имеется С(3, 1) ⋅ C(3, 1) ⋅ C(3, 1) = 27 де- 
ревьев.

Итого имеется 55 различных деревьев, а 
значит, 55 соответствующих им различных 
максимальных префиксных кодов.

Заключение. Подведем итог сказанному 
выше. Как следствие из теоремы мы получа-
ем формулу для числа N(r, q) различных мак-
симальных префиксных кодов мощности r над 
алфавитом мощности q: 

– если остаток от деления r на q-1 не равен 
1, то число таких кодов N(r,q) = 0;

– если остаток от деления r на q-1 равен 1, 
а частное равно k, то число таких кодов N(r, q) 
находится по формуле:

1 2 3

1

1
11 ( , , ,..., ),

(***)

( , ) ( , ).
s

k s

i i
is n n n n

N r q C n q n
−

+
==

= ⋅∑ ∑ ∏
уд

Здесь второе суммирование производится 
по всем наборам (n1, n2, … , ns), удовлетворя-
ющим условиям (***), сформулированным 
выше.
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n2 n3 n4 …. nk-1

2 1 1 … 1
1 2 1 … 1

…
1 1 1 … 2
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Далее приведем две гипотезы, для которых 
у авторов в настоящее время нет ни доказа-
тельств, ни контрпримеров.

Пусть А – конечный язык, заданный над ал-
фавитом S. 

Для языка А ⊆ S* обозначим pv(A) = {u 
∉A|(∀v ∈ A) u ∉ Opref(v)}. Здесь Opref(v) – 
множество всех собственных префиксов слова 
v, включая ε.

Гипотеза 1. Если языки А и В коммутиру-
ют, то верно равенство: 

pv(A) ⋅ pv(B) = pv(B) ⋅ pv(A).
Гипотеза 2. Если верна гипотеза 1, то мож-

но выбрать некоторое префиксное множество 
С ⊆ S* так, что A,B ⊆ C*.

Заметим, что, например, пары бесконечных 
языков A = S2 × S* и B = S4 × S* для произволь-
ного алфавита S контрпримерами ко второй 
гипотезе не являются, поскольку мы можем 
выбрать не только C = S2, но и C = S. Для ана-

лиза обеих сформулированных гипотез может 
оказаться полезным следующий факт: вообще 
говоря, pv⋅(A) ⋅ pv(B) ≠ pv(A ⋅ B). 

Отметим еще, что с задачей описания кри-
териев равенства A ⋅ B=B ⋅ A, а также с многими 
из задач, рассматривавшимися прежде всего в 
[4, 5], непосредственно связана задача «извле-
чения корня» из заданного языка: для заданно-
го языка A ⊆ S* требуется найти максимально 
возможное n ∈ N и зависящий от n язык B та-
кие, что A = Bn. До конца эта задача авторами 
еще не исследована, поэтому приведем лишь 
один интересный пример: для произвольного 
алфавита S (в т. ч. при |S| = 1 и |S| = w) из язы-
ка 

2 10

i

i≤ ≤

S
  извлекается не только «очевидный» 

квадратный корень
1 5

i

i≤ ≤

S


, но и 
{1,2,4,5}

i

i∈
S



. 

Таким образом, в случае языков операция 
извлечения корня заданной степени не являет-
ся однозначной функцией.
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MAxIMAL PREFIx CODES AND SUBCLASSES  
OF THE CONTExT-FREE LANGUAGES CLASS

This paper analyzes the relation between maximal prefix codes, formal language theory and 
alphabetic coding. Commutation conditions in the global supermonoid of the free monoid, equivalence 
criterion of a pair of finite languages and a range of other results, connected with infinite language 
iterations, are expressed in terms of maximal prefix codes. Many of these results are related to the 
algorithmic problems of monomial algebra (i.e. associative algebras defined by the so-called languages   
of obstructions).

Prefix codes are mostly used in alphabetic coding, as the prefix property guarantees unambiguous 
decodability. Maximal prefix codes have a range of other properties: the MacMillan’s inequality becomes 
equality for them and all the knots of a code tree are saturated.  

We used the relation between the maximal prefix codes and the code trees and calculated the 
number of maximal prefix codes of the given power r in the q-alphabetic. In this paper we deduce the 
general formula and give its typical applications. 
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The maximal prefix codes of power r over the q-alphabetic do not exist if the remainder on dividing 
r by q-1 isn’t equal to 1. 

The quotient k of r and q-1 can be explanated as the maximal quantity of tiers in the code tree and as 
the quantity of beams from q edges of the tree. The setup (n1, n2, n3, …, ns) represents the distribution 
of these beams over the tiers of the code tree. 

A number of unsolved problems and our conjectures of necessary conditions of commutation, 
requiring further verification, are given in the conclusion.

Keywords: context-free language, prefix code, code tree, maximal prefix code.
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