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ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛьНОГО ОПЕРАТОРА НЕЧЕТНОГО ПОРЯДКА 
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Изучается краевая задача для дифференциального оператора высокого нечетного порядка. Потенциал 
оператора является суммируемой функцией на отрезке изучения оператора. Граничные условия заданы 
на границах отрезка и в нескольких внутренних точках, которые делят отрезок на несоизмеримые части. 
Таким образом, граничные условия являются многоточечными. Многоточечные граничные условия воз-
никают при изучении колебаний мостов и балок, опоры которых находятся во внутренних точках. в статье 
найдена асимптотика решений соответствующего дифференциального уравнения при больших значениях 
спектрального параметра при условии суммируемости потенциала. Ранее асимптотика решений диффе-
ренциальных уравнений изучалась в случае гладких коэффициентов, затем – в случае кусочно-гладких 
коэффициентов. Асимптотические оценки в различных секторах комплексной плоскости получаются ана-
логично выводу оценок методом М.А. Наймарка. С помощью полученной асимптотики решений иссле-
дованы граничные условия. Это исследование приводит к системе однородных уравнений, которая имеет 
ненулевые решения только в том случае, когда ее определитель равен нулю. Таким образом, выведено 
уравнение, которому удовлетворяют собственные значения изучаемого оператора. Изучена индикаторная 
диаграмма этого уравнения. Функция, которой удовлетворяют собственные значения, является целой в 
различных секторах индикаторной диаграммы. С помощью индикаторной диаграммы найдена асимптоти-
ка собственных значений исследуемого дифференциального оператора. Доказано, что спектр изучаемого 
оператора является дискретным. Показано, что у этого оператора не наблюдается эффект «расщепления» 
кратных в главном собственных значений. С помощью полученного спектра можно изучить поведение 
собственных функций исследуемого оператора.
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1. Постановка задачи. Изучим следующую краевую задачу:
( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 11 , 0 , 0,y x q x y x a y x x a+ ⋅ = λ ⋅ ⋅ ≤ ≤ π >                                (1)

с многоточечными граничными условиями  
( ) 1 2 3 10 110, , 1, 2, ...,11, 0 ... 1.k k ky x x m k m m m m m= = ⋅ π = = < < < < < =                     (2)

При этом предполагается, что потенциал q(x) – суммируемая функция на отрезке [0; π]:

( ) [ ]( ) ( ) ( )1
0

0;
x

x

q x L q t dt q x
′

 
∈ π = = 

 
∫                                                     (3)

почти для всех x из отрезка [0; π].
Цель статьи – найти асимптотику собственных значений дифференциального оператора (1)–

(2) с условием (3) суммируемости потенциала.
2. Исторический обзор. в современной спектральной теории дифференциальных операто-

ров актуальной остается задача отыскания асимптотики собственных значений и собственных 
функций оператора в зависимости от гладкости коэффициентов дифференциального выражения. 
Также актуальна задача нахождения регуляризованных следов операторов. Для оператора второ-
го порядка с дифференцируемым потенциалом основополагающие результаты получены в [1]. 
в работах [2–4] результаты [1] обобщены для случая операторов высших порядков с гладкими 
коэффициентами.

в [5] исследована сходимость разложений по собственным функциям в точках разрыва ко-
эффициентов дифференциального оператора. в [6] рассмотрены спектральные свойства функ-
ционально-дифференциальных операторов с кусочно-гладкими коэффициентами, найдены асим-
птотики собственных значений и получены формулы регуляризованных следов. в [7] изучены 
необходимые и достаточные условия базисности Рисса корневых векторов разрывных операторов 
второго порядка, в [8] – базисность корневых функций операторов с многоточечными краевыми 
условиями.

Авторами [9] рассмотрен оператор Штурма–Лиувилля с суммируемым потенциалом и найде-
ны формулы для асимптотики собственных значений и собственных функций.

в [10] исследовалась локальная сходимость биортогональных рядов, связанных с дифференци-
альными операторами с негладкими коэффициентами. в [11] результаты [9] обобщены для случая 
операторов порядка выше второго: получены асимптотики собственных значений и собственных 
функций для оператора шестого порядка с запаздывающим аргументом с суммируемым потен-
циалом. Авторами [12] проведен спектральный анализ интегро-дифференциальных операторов с 
нелокальными краевыми условиями. в [11] предварительно найдена асимптотика решений соот-
ветствующего дифференциального уравнения при больших значениях спектрального параметра, 
обобщающая результаты работы [13, гл. 2].

Операторы второго порядка с негладкими потенциалами (типа дельта-функции или потен-
циалами-распределениями) рассмотрены в [14–16]: были найдены асимптотики собственных 
значений и собственных функций, а также вычислена формула регуляризованного следа таких 
операторов. в [17, 18] на основе методики работ [14–16] исследовано асимптотическое поведение 
собственных значений операторов с потенциалом, являющимся дельта-функцией Дирака либо 
импульсными потенциалами (потенциалами-распределениями).

в [19] изучена обратная задача для дифференциальных операторов с обобщенными многото-
чечными граничными условиями. в [20] для оператора восьмого порядка (с суммируемым потен-
циалом) исследованы такие многоточечные граничные условия, при которых у спектра оператора 
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наблюдается эффект «расщепления» кратных в главном собственных значений этого дифферен-
циального оператора.

3. Асимптотика решений уравнения (1) при больших значениях спектрального па-

раметра. введем следующие обозначения: λ = s11, 11s = λ , причем 111 1= + . Пусть 11 1kw = , т. е. 
( )2 1

11
i k

kw e
π

-
= , k = 1, 2, …, 11, wk = wk+11, wk – различные корни одиннадцатой степени из единицы:

2
11

1 2

4
11

2 2 3 3 3

2 21, cos sin
11 11

4 4, cos sin ,  ... .
11 11

i

i

w w e i

D iR w e i D iR

π

π

π π   = = = + =   
   

π π   = + = = + = +   
                                  (4)

Методами работ [10; 11; 13, гл. 2] доказывается следующее утверждение.
Теорема 1. Общее решение дифференциального уравнения (1) имеет следующий вид:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 11

1 1
, , ; , , , 1, 2, ..., 10,m m

k k k k
k k

y x s C y x s y x s C y x s m
= =

= ⋅ = ⋅ =∑ ∑                       (5)

где Ck(k = 1, 2, …, 11) – произвольные постоянные, при этом асимптотика фундаментальной си-
стемы решений ( ) 11

1{ , }k ky x s =  подчиняется следующим формулам и оценкам: 

( ) ( ) ( ) ( )10,
10 10 20

exp Im,
, exp , 1, 2, ...,11,

11
k

k k

s axA x s
y x s aw sx O k

a s s

 ⋅
= - + =  

 
                   (6)

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

10, 1 1 1 1
0

2 2 2 2
0

11 11 11 ,11
0

, exp exp

exp exp ...

... exp exp , 1, 2, ...,11;

x

k k ak

x

k ak

x

k ak

A x s w aw sx q t a w w st dt

w aw sx q t a w w st dt

w aw sx q t a w w st dt k

= ⋅ ⋅ - ⋅ +

+ ⋅ ⋅ ⋅ - ⋅ +

+ ⋅ ⋅ ⋅ - ⋅ =

∫

∫

∫                      (7)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10,
10 10 20

exp Im,
, exp ,

11

1, 2, ...,11; 1, 2, ...,10;

m
mm km

k k k

s axA x s
y x s as w aw sx O

a s s

k m

  ⋅ = ⋅ - +       
= =                     (8)

( ) ( )
11

1
10,

1 0

, exp ... , 1, 2, ...,11; 1, 2, ...,10.
x

m m
k n n

n akn

A x s w aw sx k m+

=

 
= ⋅ ⋅ = = 

 
∑ ∫                     (9)

4. Изучение граничных условий (2). Подставляя формулы (5) в граничные условия (2), имеем

( )
( )

( ) ( ) ( )
2 11

1
, 0 , 0 1, 2, ..., 11 .n k k n

k
y x s C y x s n

=

= = ⋅ = =∑                                      (10)
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Система (10) представляет собой систему из одиннадцати однородных линейных уравнений с 
одиннадцатью неизвестными: C1, C2, …, C11. По методу Крамера, такая система имеет ненулевые 
решения только в том случае, когда ее определитель равен нулю. Поэтому справедлива следую-
щая теорема.

Теорема 2. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–(3) имеет 
вид

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1 10 1 11 1

1 2 2 2 10 2 11 2

1 10 2 10 10 10 11 10

1 11 2 11 10 11 11 11

, , ... , ,
, , ... , ,

0.... ... ... ... ...
, , ... , ,
, , ... , ,

y x s y x s y x s y x s
y x s y x s y x s y x s

f s
y x s y x s y x s y x s
y x s y x s y x s y x s

= =                              (11)

С использованием асимптотических формул (6)–(9) уравнение (11) переписывается в виде

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

11 12 1,10 1,11

21 22 2,10 2,11

11,1 11,2 11,10 11,11

...

...
0,

... ... ... ... ...
...

b s b s b s b s
b s b s b s b s

f s

b s b s b s b s

= =                                    (12)

( ) ( ) ( )10,
10 10 20

, 1exp , , 1, 2, ...,11.
11

n k
kn n k

A x s
b s aw x s O k n

a s s
 = - + = ⋅  

                            (13)

Разложим определитель f(s) из (12) по столбцам на сумму определителей:

( ) ( ) ( )
11

0 10,10 10 20
1

1 1 0,
11 k

k
f s f s f s O

a s s=

 = - ⋅ + = ⋅  
∑                                    (14)

при этом основное приближение имеет вид 

f0(s) = 0,                                                                     (15) 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

11 12 1,10 1,11

21 22 2,10 2,11

0

10,1 10,2 10,10 10,11

11,1 11,2 11,10 11,11

1 1 2 1 10 1 11 1

1 2 2 2 10 2 11 2

...

...
... ... ... ... ...

...

...

exp exp ... exp exp
exp exp ... exp exp

... ... ...

f f f f
f f f f

f s
f f f f
f f f f

aw x s aw x s aw x s aw x s
aw x s aw x s aw x s aw x s

= =

=

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 10 2 10 10 10 11 10

1 11 2 11 10 11 11 11

,... ...
exp exp ... exp exp
exp exp ... exp exp

aw x s aw x s aw x s aw x s
aw x s aw x s aw x s aw x s  

                       (16)
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определители f10,k(s)(k = 1, 2, …, 11) формулы (14) получаются из определителя f0(s) формулы (16) 
заменой k-го столбца на столбец (A10,k(x1, s); A10,k(x2, s); …; A10,k(x10, s); A10,k(x11, s))*.

Формула (16) показывает, что между элементами exp(awnxks) и fkn(s), а также между exp(awnxks) 
и элементами bkn(s) из (12), (13) существует взаимно-однозначное соответствие.

Из формулы (16) находим
( )

( )( )
( ( ))

0 11 22 33 10,10 11,11 11 22 33 99 10,11 11,10

1 1 2 2 3 3 9 9 10 10 11 11

1 1 2 2 3 3 9 9 11 10 10 11

... ... ...

exp ...

exp ... ... 0,

f s f f f f f f f f f f f

as w x w x w x w x w x w x

as w x w x w x w x w x w x

= - + =

= + + + + + + -

- + + + + + + - =                        (17)
т. е. ( ) ( ) ( )0 exp 1 0,k

k

k

bf s as M γ
γ

= ⋅ ⋅ - =∑                                             (18)

где γk – всевозможные перестановки чисел {1, 2, …, 11}; bk – знак этой перестановки,

1 2 3 10 111 2 3 10 11... .
k

M w x w x w x w x w xγ γ γ γ γ γ= ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅                               (19)
Учитывая формулы (4), величина Mγk из (19) принимает следующий вид: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 3

4 9 10

11

2 2 3 3

4 4 4 4 3 3

2 2

1

...

Re Im , {1, 2, ...,11};

k

k k k

M x D iR x D iR x

D iR x D iR x D iR x

D iR x M i M

γ γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

= ⋅ + + ⋅ + + ⋅ +

+ + ⋅ + + - ⋅ + - ⋅ +

+ - ⋅ = + γ ∈                             (20)

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1 2 11 3 10

4 9 5 8

6 7

2 3

4 5

6 6 5 4 3 2

Re 1

 

 ; 1 1;

k
M x D x x D x x

D x x D x x

D x x D D D D D

γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ

γ γ

= ⋅ + + + + +

+ + + + +

+ + - < < < < < <                                   (21)

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 11 3 10

4 9 5 8 6 7

2 3

4 5 6

Im 0

 .
k

M x R x x R x x

R x x R x x R x x

γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ

= ⋅ + - + - +

+ - + - + -                                   (22)

5. Индикаторная диаграмма уравнения (14)–(16). Для нахождения асимптотики корней 
уравнений (11)–(14) сначала необходимо решить уравнение (15), где функция f0(s) определена в 
(16), а для этого надо изучить индикаторную диаграмму (см. [21, гл. 12]) этого уравнения. При 
исследовании индикаторной диаграммы следует подробно изучить уравнения (17)–(19), т. е. по-
ведение величин Mγk из (20) и ( )Re

k
M γ , ( )Im

k
M γ  из (21), (22). Сначала найдем ответ на вопрос, 

когда достигается ( )( )max Re
k

M γ .
Из формулы (21) следует, что это происходит в следующих случаях:

1 11 1 ;x mγ = ⋅ π = ⋅ π
2 10 9 ;x m mγ = ⋅ π ∨ ⋅ π

11 10 9 ;x m mγ = ⋅ π ∨ ⋅ π
3 8 7 ;x m mγ = ⋅ π ∨ ⋅ π

10 8 7 ;x m mγ = ⋅ π ∨ ⋅ π

4 6 5 ;x m mγ = ⋅ π ∨ ⋅ π
9 6 5 ;x m mγ = ⋅ π ∨ ⋅ π

5 4 3 ;x m mγ = ⋅ π ∨ ⋅ π
8 4 3 ;x m mγ = ⋅ π ∨ ⋅ π

6 2 1 1,  0;x m m mγ = ⋅ π ∨ ⋅ π ⋅ π =
7 2 1 1,  0.x m m mγ = ⋅ π ∨ ⋅ π ⋅ π =                              (23) 
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Из соотношений (23) следует, что на вертикальном отрезке [B1B2] индикаторной диаграммы 
уравнения (15) расположены 32 точки A1, A2, …, A32 (при этом A1 = B1, A32 = B2), координаты ко-
торых определяются формулами (20)–(22) и по которым в силу выражений (17)–(19) находятся 
соответствующие им элементы определителей (16) и (12)–(13). Из общей теории (см. [21, гл. 12]) 
следует, что отрезку [B1B2] соответствует сектор T1 бесконечно малого раствора, биссектрисой кото-
рого является срединный перпендикуляр к отрезку [B1B2], и корни уравнений (15)–(16) и (12)–(13) 
могут находиться только в секторе T1, на асимптотику корней влияют только точки A1, A2, …, A32 
отрезка [B1B2]. Исследование точек A1, A2, …, A32 из (23) показало, что уравнение на собственные 
значения дифференциального оператора (1)–(3) в секторе T1 представляется в следующем виде:

( )1 16 27 35 48 54 69 7,3 8,10 9,2 10,11 11,1

17 26 35 48 54 69 7,3 8,10 9,2 10,11 11,1

17 26 38 45 54 69 7,3 8,10 9,2 10,11 11,1

16 27 38 45 54 69 7,3 8

 
 

 

g s b b b b b b b b b b b
b b b b b b b b b b b
b b b b b b b b b b b

b b b b b b b b

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ -

- ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ -

- ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ,10 9,2 10,11 11,1 ... 0.b b b⋅ ⋅ ⋅ + =                                 (24)

Основное приближение уравнения (24) имеет корень кратности 5, поэтому у спектра диффе-
ренциального оператора (1)–(3) возможен «эффект “расщепления” кратных в главном собствен-
ных значений», рассмотренный автором в статье [20].

Теорема 3. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–(3) в сек-
торе T1 индикаторной диаграммы имеет вид

( ) 16 17 35 38 54 59
1

26 27 45 48 64 691,1 1,2 1,3

7,3 7,10 9,2 9,11
11,1 11,1 11,12

8,3 8,10 10,2 10,111,4 1,5

 0, ,

b b b b b b
g s

b b b b b b

b b b b
b b b

b b b b

= ⋅ ⋅ ×

× ⋅ ⋅ = =                                     (25)

т. к. мы ввели обозначение
{ }, 11, , 1, 2, ...,11 .mn m nb b m n+= ∈                                                  (26)

Изучение индикаторной диаграммы показало, что в секторах T3 и T5 индикаторной диаграммы 
уравнения на собственные значения имеют следующий вид:

( ) 55 5,1017 18 36 39
3

65 6,1027 28 46 493,1 3,2 3,3

74 7,11 9,3 9,12
11,2

84 8,11 10,3 10,123,4 3,5

 0,

b bb b b b
g s

b bb b b b

b b b b
b

b b b b

= ⋅ ⋅ ×

× ⋅ ⋅ =                                        (27)

причем b11,2 ≠ 0 в силу формул (16) и (12), (13);

( ) 37 3,10 56 5,1118 19
5

47 4,10 66 6,1128 29 5,1 5,2 5,3

75 7,12 9,4 9,13
11,14

85 8,12 10,4 10,135,4 5,5

 0,

b b b bb b
g s

b b b bb b

b b b b
b

b b b b

= ⋅ ⋅ ×

× ⋅ ⋅ =                                          (28)

при этом b11,14 = b11,3 ≠ 0.
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Исследуя остальные нечетные сектора индикаторной диаграммы аналогично получению 
уравнений (25)–(28), приходим к выводу, что справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–(3) в 
нечетных секторах T2p–1 индикаторной диаграммы имеет вид

( ) 1,5 1,6 3,4 3,7
2 1

2,5 2,6 4,4 4,72 1,1 2 1,2

5,3 5,8 7, 2 7, 2

6,3 6,8 8, 2 8, 22 1,3 2 1,4

9, 1 9, 1
2 1,6

10, 1 10, 1 2 1,5

 

 0,

p p p p
p

p p p pp p

p p p p

p p p pp p

p p
p

p p p

b b b b
g s

b b b b

b b b b
b b b b

b b
b

b b

+ + + +
-

+ + + +- -

+ + + -

+ + + -- -

+ -
-

+ - -

= ⋅ ×

× ⋅ ×

× ⋅ =                                   (29)

где T2p–1 – номер сектора индикаторной диаграммы, p = 1, 2, 3, …, 11; b11, p ≠ 0.
Формулу (29) можно переписать следующим образом: 

( ) ( )
5

2 1 11,6 2 1, 11,6
1

0, 0,p p n
n

g s b g s b- -
=

= ⋅ = ≠∏                                         (30)

( ) 2 1,6 2 1,5
2 1,

2 ,6 2 ,5 2 1,

( ) ( )
0,

( ) ( )
n p n n p n

p n
n p n n p n p n

b s b s
g s

b s b s
- + - - + -

-
+ - + - -

= =                                     (31)
 

при этом T2p–1 – номер сектора; n – номер серии собственных значений в секторе T2p–1; p =  
= 1, 2, …, 11; n = 1, 2, …, 6.

6. Асимптотика собственных значений. Уравнение (30)–(31) позволяет вычислить асимпто-
тику собственных значений дифференциального оператора (1)–(3) в нечетных секторах. Подстав-
ляя формулы (13) в уравнение (31), получаем

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 1, 2 1,6 2 ,5 2 1,5 2 ,6

10,6 2 1
6 2 1 10 20

6

10,5 2
5 2 10 20

6

10,5
5 2 1

, 1exp

, 1exp

 exp

p n n p n n p n n p n n p n

p n n
p n n

p n n
p n n

p n
p n n

g s b s b s b s b s

A x s
aw x s O

P s s

A x s
aw x s O

P s s

A x
aw x s

- - + - + + - + + + -

+ - -
+ - -

+ +
+ +

+ +
+ + -

= ⋅ - ⋅ =

  = - + ×  ⋅   
  × - + -  ⋅   

- -
( ) ( )

( )

2 1
6 210 20

6

10,6 2 10
610 20

6

, 1 exp

, 1 0,  11 ;  1, 2, ...,11;  1, 2, ..., 6.

n
p n n

p n n

s
O aw x s

P s s

A x s
O P a p n

P s s

-
+ -

+ -

   + ⋅ -   ⋅   
 - + = = = = ⋅  

                (32)
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Перепишем уравнение (32) в следующем виде:

( ) ( ) ( ) 10
2 1, 2 1, ,0 2 1, ,10 610 20

6

1 1 0, 11 ,p n p n p ng s g s g s O P a
P s s- - -

 = - ⋅ + = = ⋅  
                   (33)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1, ,0 6 2 1 5 2 5 2 1 6 2exp exp exp exp ;p n p n n p n n p n n p n ng s aw x s aw x s aw x s aw x s- + - - + + + + - + -= ⋅ - ⋅        (34)

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1, ,10 6 2 1 10,5 2

5 2 10,6 2 1 5 2 1 10,6 2

6 2 10,5 2 1

exp ,

exp , exp ,

exp , .

p n p n n p n n

p n n p n n p n n p n n

p n n p n n

g s aw x s A x s

aw x s A x s aw x s A x s

aw x s A x s

- + - - + +

+ + + - - + + - + -

+ - + + -

= ⋅ -

- ⋅ - ⋅ -

- ⋅                   (35)

Поделив в уравнении (33)–(35) левую и правую части на функцию exp(aw5+p+nx2n–1s)× 
×exp(aw5+p–nx2ns) ≠ 0, находим

( ) ( ) ( )2 1, ,10
2 1, 2 1, ,0 10 20

6

1 0,p n
p n p n

f s
f s f s O

P s s
-

- -
 = - + = ⋅  

                                    (36)

( ) ( ) ( )( )2 1, ,0 5 6 2 2 1exp 1p n p n p n n nf s a w w x x s- + + + - -= - ⋅ - -                                  (37)

(основное приближение при этом имеет вид f2p–1,n,0(s) = 0);

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1, ,10 5 2 1 6 2 2 1 10,5 2

5 2 2 1 6 2 10,6 2 1

6 2 10,6 2 5 2 1 10,5 2 1

exp exp ,

exp exp ,

exp , exp , .

p n p n n p n n n p n n

p n n n p n n p n n

p n n p n n p n n p n n

f s aw x s aw x x s A x s

aw x x s aw x s A x s

aw x s A x s aw x s A x s

- + + - + - - + +

+ + - + - + - -

+ - + - + + - + + -

= - ⋅ - - ⋅ -

- - ⋅ - ⋅ -

- - ⋅ - - ⋅    (38)

Отметим, что A10,k(x, s) задаются формулами (6)–(9), при этом в секторе T2p–1 на асимптотику 
корней влияют только экспоненты, зависящие от величин w6+p–n и w5+p+n:

( ) ( )

( ) ( )

2

2

10,5 2 6 6 2 5
0 ,5 ,6

5 2
0 ,5 ,5

, exp ...

exp ... 1 ;

n

n

x

p n n p n p n n p n

a p n p n

x

p n n

a p n p n

A x s w aw x s w

aw x s o

+ + + - + - + +

+ + + -

+ +

+ + + +

 
= ⋅ ⋅ + ×  

 

 
× ⋅ +  

 

∫

∫                       (39)

( ) ( )

( ) ( )

2 1

2 1

10,6 2 1 6 6 2 1 5
0 ,6 ,6

5 2 1
0 ,6 ,5

, exp ...

exp ... 1 ;

n

n

x

p n n p n p n n p n

a p n p n

x

p n n

a p n p n

A x s w aw x s w

aw x s o

-

-

+ - - + - + - - + +

+ - + -

+ + -

+ - + +

 
= ⋅ ⋅ + ×  

 

 
× ⋅ +  

 

∫

∫                    (40)
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( ) ( )

( ) ( )

2 1

2 1

10,6 2 6 6 2 5
0 ,6 ,6

5 2
0 ,6 ,5

, exp ...

exp ... 1 ;

n

n

x

p n n p n p n n p n

a p n p n

x

p n n

a p n p n

A x s w aw x s w

aw x s o

-

-

+ - + - + - + +

+ - + -

+ +

+ - + +

 
= ⋅ ⋅ + ×  

 

 
× ⋅ +  

 

∫

∫                   (41)

( ) ( )

( ) ( )

2 1

2 1

10,5 2 1 6 6 2 1 5
0 ,5 ,6

5 2 1
0 ,5 ,5

, exp ...

exp ... 1 .

n

n

x

p n n p n p n n p n

a p n p n

x

p n n

a p n p n

A x s w aw x s w

aw x s o

-

-

+ + - + - + - - + +

+ + + -

+ + -

+ + + +

 
= ⋅ ⋅ + ×  

 

 
× ⋅ +  

 

∫

∫                 (42)

Заметим, что ( )
2 1

0 0 11, ,

...
nx x

aa m m

q t dt
-   

=       
∫ ∫  (это следует из формулы (7)), подставим формулы 

(39)–(42) в формулу (38), проведем необходимые преобразования, получим
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1, ,10 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2

1 2 2 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 1

2 1 1 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

2

0, , , 0, , ,

 0, , , 0, , ,

 0, , , 0, , , 0, , ,

 0,

p n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n

f s M F x G x N N M F x x G x N N

M F x x G x N N M F x G x N N M

G x N N M F x G x N N M x x G x N N

M G

- - -

- - -

- -

= ⋅ - ⋅ + ⋅ - ⋅ +

+ ⋅ - ⋅ + ⋅ ⋅ - ×

× - ⋅ ⋅ - ⋅ - ⋅ -

- ⋅ ( ) ( )2 1 2 2, , 1 ,nx N N o- +     (43)
где нами введены обозначения

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1 6 2 5 2 1 1

2

; ; , exp ; ;

;  , , , exp .

n p n n p n n n

c

k m akm
b

M w M w F x s a M M xs N N p n

N N p n G b c k m q t a w w st dt

+ - + += = = - = + -

= + + = ⋅ - ⋅∫         (44)

Основное приближение уравнения (36)–(38) имеет вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2 1, ,0 2 2 1 2 1

,2 1, ,
2 1 2 2 1

0 0 exp 1 exp 2 ,

2 , ,

p n n n n n

k p n
n n n n

f s F x x a M M xs ik k N

iks k N
a M M x x

- -

-
-

= = - = = - = = π ∈ =

π
= = ∈

- -осн         (45)

где T2p–1 – номер сектора; n – номер серии собственных значений оператора (1)–(3) в секторе T2p–1; 
p = 1, 2, …, 11; n = 1, 2, …, 5. Поэтому справедливо следующее утверждение (см. [3, 22]).

Теорема 5. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора (1)–(3) в не-
четных секторах T2p–1 (p = 1, 2, …, 11) индикаторной диаграммы имеет вид

( )( )
{ } { }

10, ,2 1,
,2 1, 10 20

2 1 2 2 1

2 1 ,

; 1, 2, 3, ...,11 ; 1, 2, ..., 6 .

k p n
k p n

n n n n

dis k O
a M M x x k k

k N p n

-
-

-

 π  = ⋅ + +  - -   
∈ ∈ ∈                        (46)
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Чтобы доказать теорему 5, нужно вычислить коэффициенты d10,k,2p–1,n из (46) в явном виде.
в силу формул (44) и (46) находим

( ) ( )( )( ) ( )
,2 1,

2 2 1 2 1 2 2 1 ,2 1,

10, ,2 1, 10, ,2 1,
10 20 10 20

exp exp 2

21 1exp 2 1 1 ,

k p n
n n n n n n k p ns

k p n k p n

F x x a M M x x s ik

d id
i O O

k k k k

-
- - -

- -

- = - - = π ×

  π      × π + = ⋅ + +               
                (47)

асимптотики получены с применением формулы Тейлора.
Подставим формулы (46), (47) в уравнение (36)–(38), учтем формулы (43), (44). выводим, при-

меняя формулы Тейлора:

( ) ( )

,2 1,

10 1010
10, ,2 1, 2 1 2 2 1

10 20 10 10 10 10 10

2 1, ,1011 20

2 1 11 1
11 2

1 11 0, 1, 2, ...,11; 1, 2, ..., 6; .
k p n

k p n n n n n

p n s

id a M M x x
O

k k a i k

O f O p n k Z
k k-

- -

-

π ⋅ - -  + + - - ⋅ ⋅ ×   ⋅ ⋅ π ⋅  
    × + ⋅ + = = = ∈        

              (48)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях k, видим: 

( ) ( ) ( )
10 10

2 1 2 2 1
10, ,2 1, 2 1, ,1010 10 10

,2 1, ,

1 1 ,
2 11 2

n n n n
k p n p n sk p n

M M x x
d f s

i i
-

- -
-

- -
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

π ⋅ π осн
                   (49)

где sk,2p–1,n,осн задано формулой (45).

Из формул (4) находим

( ) ( )2 1 5 6
2 2exp 4 exp 5
11 11

2 3 2 1 2 1exp 6 exp exp
11 2 11 2 11 2

2 3 2 1exp 6 2 sin
11 2 11 2

n n p n p n
i iM M w w p n p n

i i ip n n

i ip i n

+ + + -

π π   - = - = + + - + - =   
   

      π π π     = + - ⋅ - - - + =           
           
   π π   = + - ⋅ -     

      
, 1, 2, ..., 6.n =                (50)

Подставим формулу (45) в (43)–(44), произведем необходимые преобразования:
( ) ( ) ( ) ( )2 1, ,2 2 2 1 2 1 2 2 1, ,10

,2 1, , ,2 1, ,
, ,1,1 ,p n N n n n n p n

k p n k p n
f s M M G x x H ss s- - - -

- -
= - ⋅ +

осн осн                     (51)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1, ,10 1 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 1 2
,2 1, ,

, , , , , , .p n n n n n n n n n
k p n

H s M F x G x x N N M F x G x x N Ns- - - -
-

= ⋅ - ⋅ - ⋅ ⋅
осн

     (52)

Подставляя величины sk,2p–1,n,осн из (45) в формулу (52), находим

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 1 2 2 1
2 1, ,10 1 2 1 2 2 1

,2 1, ,,2 1, ,

2 2 1 2 2 1
2 2 1 2 1 2

,2 1, ,

2exp 1 , , ,
11 2 2

2exp 1 , , , .
11 2 2

n n n n
p n n n

k p nk p n

n n n n
n n

k p n

x x x xiH s N F F G x x N N ss

x x x xi N F F G x x N N s

- -
- -

--

- -
-

-

- +π     = - ⋅ ⋅ - ⋅ -          
- +π     - - ⋅ ⋅ ⋅          

осносн

осн
  (53)
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Из формул (45) и (44) видим: 

( ) ( )2 2 1

,2 1, ,

exp 1 ,
2

kn n

k n n

x xF ik
s

-

-

-  = π = - 
 

осн

поэтому выражение (53) преобразуем к более удобному виду:

( )

( )
2

2 1

2 1, ,10
,2 1, ,

2 2 1

2 2 1 2 2 1

2 2 1

2

2 31 exp 6
11 2

2 1 2 exp exp exp
11 2

2 1exp exp
11 2

n

n

k
p n

k p n

x
n n

n n n nx

n n

iH ps

x xi ikn ik q t t dt
x x x x

x xi n ik
x

-

-
-

-

- -

-

 π  = - ⋅ + - ×  
  

    + π π × - - ⋅ -π ⋅ ⋅ ⋅ -       - -      

+ π  - - ⋅ π  
  

∫

осн

( )

( )

( ) ( )

2

2 1

2

2 1

2 1 2 2 1

2 2 1

2 2 1 2 2 1

2exp

2 31 2 exp 6 ,
11 2

2 12sin ; 1, 2, ...,11; 1, 2, ..., 6.
11

n

n

n

n

x

n n n nx

k
n

x
n n

n
n n n nx

ikq t t dt
x x x

ii p

n x xkq t t k dt p n
x x x x

-

-

- -

-

- -

   π
⋅ - =   - -     

 π  = - + - Φ  
  

 π - +π
Φ = - - π = = - - 

∫

∫         (54)

Подставляя формулы (54) в (52), используя формулы (50), находим

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

2 1

2 1, ,10 2 1 11
,2 1, ,

1
.

2 1
sin

11

n

n

kx

p n n n a n
k p n x

f s M M q t dts n
-

-
-

 
 

- = - + ⋅ Φ  π - 
  
   

∫
осн

                     

(55)

Подставляя формулу (55) в формулу (49), применяя формулы (50) и (54), имеем 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

2

2 1

11 10
2 1 2 2 1

10, ,2 1, 11 1510 10

1

1110
52 2 1 11 11

10 10

11 1
2 11 2 2 11 sin

11

2 11 1 2 31 exp 6 2 sin
2 11 2 11 2 11

n

n

kx
n n n n

k p n a
x

n n

M M x x
d q t dt

i n

x x ni p i
i

-

-
-

-

 
 

- - - = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + Φ = π ⋅ π  π - -   
   

-  π -   π  = ⋅ ⋅ ⋅ - ⋅ + - ⋅ ⋅ ⋅     π ⋅ π      

∫

[ ]
11

1
... .

 
⋅  

      
(56)
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Из (56) получим d10,k,2p–1,n в явном виде, что завершает доказательство теоремы 5:

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )2 2

2 1 2 1

1160
6 2 2 1

10, ,2 1, 2 1

2 2 1
11

2 2 1 2 2 1

2 1
1 sin

11 11

1 2 12sin ,
112 1

sin
11

; 1, 2, ...,11; 1

n n

n

n n

n n
k p n n

kx x
n n

a
n n n nx x

x x n
d

n x xkq t dt q t t k dt
x x x xn

k N p n

- -

-
- -

-
Φ

- -

 -  π - 
= - ⋅ ⋅ ×   ⋅ π   


 -  π - +π× + ⋅ - - π   - - π -      
  

∈ = =

∫ ∫

, 2, ..., 5.        (57)

Здесь T2p–1 – номер сектора; n – номер серии собственных значений в этом секторе.
Применяя формулу (50), формулу (46) перепишем в следующем виде:

( ) ( )
10, ,2 1,

,2 1, 10 20

2 2 1

2 3exp 6
11 2 1 ,

2 1
sin

11

k p n
k p n

n n

i p d
s k O

a k kn
x x

-
-

-

 π  - + -    π    = ⋅ ⋅ + +   π -    - ⋅  
 

                        (58)

коэффициенты d10,k,2p–1,n определены формулой (57).
Изучение индикаторной диаграммы уравнений (11)–(13) и (16)–(18) с помощью формул  

(19)–(22) приводит к доказательству следующего утверждения.
Теорема 6. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–(3) в сек-

торе T2 имеет вид

( ) 64 6,10 83 8,11 10,2 10,1226 28 45 49
2 17

74 7,10 93 9,11 11,2 11,1236 38 55 592,1 2,2 2,3 2,4 2,5

0,
b b b b b bb b b b

h s b
b b b b b bb b b b

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =              (59)

при этом b10,12 = b10,1, b11,12 = b11,1 в силу обозначений формулы (26).
Таким же образом доказывается, что в секторах 4) и 6) уравнения на собственные значения 

имеют следующий вид:

( ) 46 4,10 65 6,11 8,4 8,12 10,3 10,1327 29
4 18

56 5,10 75 7,11 9,4 9,12 11,3 11,1337 39 4,1 4,2 4,3 4,4 4,5

0;
b b b b b b b bb b

h s b
b b b b b b b bb b

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =              (60)

( ) 28 2,10 47 4,11 66 6,12 8,5 8,13 10,4 10,14
6 19

38 3,10 57 5,11 76 7,12 9,5 9,13 11,4 11,146,1 6,2 6,3 6,4 6,5

0.
b b b b b b b b b b

h s b
b b b b b b b b b b

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =              (61)

Обобщая формулы (59)–(61), приходим к теореме.
Теорема 7. в четных секторах T2p (p = 1, 2, …, 11) индикаторной диаграммы уравнения на 

собственные значения имеют следующий вид:
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( ) ( ) 2,5 2,7 4,4 4,8 6,3 6,9
2 1,6

3,5 3,7 5,4 5,8 7,3 7,92 ,1 2 ,2 2 ,3

8, 2 8,10 10, 1 10,11

9, 2 9,10 11, 1 11,112 ,4 2 ,5

 0, 1, 2, ...,11.

p p p p p p
p p

p p p p p pp p p

p p p p

p p p pp p

b b b b b b
h s b s

b b b b b b

b b b b
p

b b b b

+ + + + + +
+

+ + + + + +

+ + + +

+ + + +

= ⋅ ⋅ ⋅ ×

× ⋅ = =
 
            (62)

Уравнение (62) можно переписать следующим образом:

( ) ( ) ( ) ( )
5

2 1,6 2 , 1,6
1

0,  0,p p p n p
n

h s b s h s b s+ +
=

= ⋅ = ≠∏                                        (63)

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 ,6 2 ,6
2 ,

2 1,6 2 1,6 2 ,

0,n p n n p n
p n

n p n n p n p n

b s b s
h s

b s b s
+ - + +

+ + - + + +

= =                                         (64)

где T2p – номер сектора; n – номер серии собственных значений в секторе T2p; p = 1, 2, …, 11;  
n = 1, 2, …, 5.

Используя формулы (12) и (13), из уравнения (63)–(64) получаем:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ( ) ) ( )
2 , 2 ,6 2 1,6 2 ,6 2 1,6

2 , ,10
6 6 2 1 2 10 20

6

1exp 1 0,

p n n p n n p n n p n n p n

p n
p n p n n n

h s b s b s b s b s

h s
a w w x x s O

P s s

+ - + + + + + + + -

+ + + - +

= ⋅ - ⋅ =

  = - - - - + =  ⋅  
            (65)

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 , ,10 6 2 1 2 6 2 10,6 2 1

6 2 1 6 2 1 2 10,6 2

6 2 1 10,6 2 1 6 2 10,6 2

exp exp ,

exp exp ,

exp , exp , .

p n p n n n p n n p n n

p n n p n n n p n n

p n n p n n p n n p n n

h s aw x x s aw x s A x s

aw x s aw x x s A x s

aw x s A x s aw x s A x s

+ - + + + + + +

+ + + + + + + -

+ - + + - + + + + +

= - ⋅ - ⋅ +

+ - ⋅ - ⋅ -

- - ⋅ - - ⋅
 
            (66)

Применяя формулы (6)–(9), аналогично формулам (36)–(42) и (43)–(44) получаем:
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 , ,10 1 1 2 2 1 2 1 3 1 2 1 2 2 1 2 2

1 1 2 1 2 2 1 1 3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1

3 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 2 1 3 2 2

0, , , 0, , ,

 0, , , 0, , , 0, , ,

 0, , , 0, , , 0, ,

p n n n n n n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n n n

h s M F x G x N N M F x x G x N N

M F x x G x N N M F x G x N N M G x N N

M F x G x N N M F x G x N N M G x N

+ + +

+ + +

+ +

= - ⋅ + - ⋅ +

+ - ⋅ + ⋅ - -

- ⋅ - - ⋅ - ( )2, ,N    (67)

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 6 3 6

1 3 1

6 ;  6 ;  ;  ;

, exp ;  , , , exp .

n p n n p n

c

n n k m akm
b

N p n N p n M w M w

F x s a M M sx G b c k m q t a w w st dt

+ - + += + - = + + = =

= - = -∫                (68)

Основное приближение уравнения (65)–(68) имеет вид

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2 6 6 2 1 2

,2 , ,
3 1 2 1 2

0 exp 1 exp 2

2 , ,

n n p n p n n n

k p n
n n n n

F x x a w w x x s ik

iks k Z
a M M x x

+ + + + - +

+

- = = - - = = π =

π
= = ∈

- ⋅ -осн                (69)

поэтому верно следующее утверждение (см. [3, 22]).

Arctic Environmental Research. 2017. Т. 17, № 4. С. 376–392

388



Теорема 8. Асимптотика собственных значений в четных секторах T2p (p = 1, 2, …, 11) индика-
торной диаграммы имеет следующий вид:

( )( )
10, ,2 ,

,2 , 10 20
3 1 2 1 2

2 1 ,k p n
k p n

n n n n

dis k O
a M M x x k k+

 π  = ⋅ + +  - -   
                            (70)

( )

( ) ( ) ( )
2 1 2 1

2

2 2

10 11
2 1 2

10, ,2 , 11

2 1 2
11

2 1 2 2 1 2

1 2sin
11 11

1 2 2sin ,
2 11sin
11

; 1, 2, ...,11; 1, 2, ..., 5.

n n

n

n n

n n
k p n

kx x
n n

a
n n n nx x

x x nd

x xk nq t dt q t t k dt
n x x x x

k N p n

+ +

+

+
Φ

+ +

-  π = ⋅ ⋅ ×  π   
 
 -  +π π × + ⋅ - - π π - -       

∈ = =

∫ ∫              (71)

Чтобы доказать формулы (70)–(71) теоремы 8, вначале заметим, что из формулы (4) имеем

( ) ( )

( )

3 1 6 6
2 2exp 5 exp 5
11 11

2 2exp 5 2 sin .
11 11

n n p n p n
i iM M w w p n p n

i np i

+ + + -

π π   - = - = + + - + - =   
   

π π   = + ⋅ ⋅   
   

                  (72)

Подставляя формулы (69), (70) и (72) в (65)–(68), аналогично выкладкам (33)–(58) получаем 
доказательство формул (70) и (71) теоремы 8. Из формул (72) и (70) выводим

( )
10, ,2 ,

,2 , 10 20
2 1 2

2exp 5
1 111 .
2sin
11

k p n
k p n

n n

i p d
s k O

na x x k k+

π - +   π   = ⋅ ⋅ ⋅ + +  π-      
 

                    (73)

Из формул (57), (58) и (71), (73) следует, что при условии x2n → x2n+1  (или при условии x2n–1 → 
→ x2n) (при n → ∞) нельзя найти асимптотику собственных значений дифференциального опера-
тора (1)–(3) (в силу (2) краевая задача является недоопределенной).

Дифференциальный оператор четвертого порядка с многоточечными граничными условиями 
был рассмотрен в работе [23].
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ON THE SPECTRAL PROPERTIES OF A MULTIPOINT BOUNDARY VALUE PROBLEM 
FOR AN ODD-ORDER DIFFERENTIAL OPERATOR WITH SUMMABLE POTENTIAL

The paper studies the boundary value problem for a high odd order differential operator. The potential 
of an operator is a summable function on the segment of the operator’s study. The boundary conditions 
are given on the boundaries of the segment and at several interior points that divide the segment into 
incommensurable parts. Thus, the boundary conditions are multipoint. Multipoint boundary conditions 
arise when studying the vibrations of bridges and beams, the bearings of which are located at internal 
points. The paper demonstrates the asymptotics of solutions of the corresponding differential equation 
for large values   of the spectral parameter under the condition of potential summability. Previously, 
the asymptotics of solutions of differential equations was studied in the case of smooth coefficients 
and piecewise smooth coefficients. Asymptotic estimates in various sectors of the complex plane are 
obtained similarly to the derivation of estimates by the method of M.A. Naimark. Using the obtained 
asymptotics of the solutions, boundary conditions are investigated. This study leads to a system of 
homogeneous equations that has non-trivial solutions only when its determinant is zero. Thus, an 
equation is obtained which is satisfied by the eigenvalues of the studied operator. We investigate the 
indicator diagram of this equation. The function that the eigenvalues   satisfy is an entire in various 
sectors of the indicator diagram. Using the indicator diagram, we find the asymptotics of the eigenvalues   
of the studied differential operator. The spectrum of the operator is discrete. This operator does not 
exhibit the effect of a “splitting” of multiples in the principal eigenvalues. We can investigate the behavior 
of eigenfunctions of the studied operator using the obtained spectrum.

Keywords: multipoint boundary value problem, spectral parameter, multipoint boundary conditions, 
summable potential, indicator diagram, asymptotics of eigenvalues.
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