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Одной из наиболее интересных проблем теории полугрупп является проблема изоморфизма для данно-
го класса полугрупп, состоящая в существовании алгоритма (отличающегося от алгоритма полного пере-
бора), распознающего для любых двух полугрупп из данного класса, изоморфны они или нет. Аналогичная 
проблема есть и в теории графов, причем для некоторых классов графов этот вопрос решен. В статье рас-
смотрены полугруппы, являющиеся полурешетками, для проверки изоморфизма которых можно приме-
нить известные алгоритмы проверки изоморфизма графов. Описано, как для таких полугрупп можно найти 
соответствующий им граф. Этот граф может оказаться деревом, и в этом случае для проверки изоморфизма 
полугрупп можно применить известные алгоритмы проверки изоморфизма деревьев. Сформулирован и 
доказан критерий того, в каком случае граф полурешетки является деревом. Далее обосновывается выбор 
алгоритма проверки изоморфизма деревьев, описан этот алгоритм, представлена программа, написанная 
на языке Haskell, реализующая его. Чтобы применить выбранный алгоритм для проверки изоморфизма по-
лурешеток, необходимо сначала полурешетке сопоставить дерево. Для этого авторами разработан и реали-
зован также на языке Haskell необходимый алгоритм. Созданная в итоге программа для двух полурешеток, 
заданных таблицами Кэли, работает следующим образом: она выводит структуру соответствующих полу-
решеткам деревьев, каноническое имя полученных деревьев, проверяет изоморфизм деревьев, а значит, и 
полурешеток. При этом выбор и реализация алгоритмов являются эффективными, программа в течение 
нескольких секунд определяет изоморфизм полурешеток с трехзначным числом элементов. 
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Как в теории полугрупп, так и в теории гра-
фов проблема изоморфизма остается одной из 
наиболее интересных. Изоморфизм и инвари-
анты в теории графов изучены более подроб-

но, для графов частного типа созданы хорошие 
алгоритмы проверки изоморфизма. Один из 
самых известных и наиболее часто использу-
емых видов графов – деревья. Для деревьев 
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разработаны различные алгоритмы проверки 
изоморфизма. Цель статьи – рассмотреть, как 
эти алгоритмы можно применить в теории по-
лугрупп. 

Графы полурешеток и частично упоря-
доченных множеств

Рассмотрим очень интересный класс ком-
мутативных полугрупп, каждый элемент кото-
рых является идемпотентом (элемент x полу-
группы S называется идемпотентом, если x2 = 
= x). Такие полугруппы называются полуре-
шетками. Поясним, как можно построить граф 
для такой полугруппы [1, с. 10].

Пусть множество M частично упорядоче-
но. Любое частично упорядоченное множе-
ство можно представить как ориентированный 
граф, в котором дуга (a, b) между парой эле-
ментов означает a < b и нет такого элемента c, 
чтобы  a < с и  с < b. Заметим, что не любой 
ориентированный граф является представле-
нием частично упорядоченного множества. 
Для того чтобы ориентированный граф пред-
ставлял частично упорядоченное множество, 
необходимо и достаточно, чтобы в нем не было 
циклов. В математической литературе частич-
но упорядоченные множества обычно изобра-
жаются в виде неориентированных графов, при 
этом подразумевается, что предшествующие 
элементы расположены ниже (либо выше) по-
следующих. Обозначим полученный в резуль-
тате граф символом GM.

Напомним, что частично упорядоченное 
множество называется нижней полурешеткой, 
если всякое двухэлементное его подмножество 
{a, b} имеет точную нижнюю (обозначают  
inf (a, b)) грань. Двойственным образом дается 
определение верхней полурешетки (верхнюю 
грань двухэлементного подмножества обо-
значают sup (a, b)).  Частично упорядоченное 
множество, являющееся и нижней, и верхней 
полурешеткой, называется решеткой. 

Поясним, почему коммутативная полугруп-
па идемпотентов называется полурешеткой. 
Этот термин оправдан тем, что если рассмо-
треть на полурешетке S отношение естествен-
ного частичного порядка (заданного формулой 

e ≤  f ⇔ e ∙ f = f ∙ e = e), то для любых элементов  
e, f полурешетки S произведение e ∙ f = inf (e, f); 
и обратно, если M – частично упорядоченное 
множество, в котором любые два элемента 
имеют точную нижнюю грань, то операция, за-
данная условием a ∙ b = inf (a, b), превращает 
M в коммутативную полугруппу идемпотентов 
[2, с. 31].

Так как любой коммутативной полугруппе 
идемпотентов (S, ∙) соответствует частично упо-
рядоченное множество (S, ≤), то любую такую 
полугруппу можно изобразить в виде графа. По 
построенному таким образом графу легко ис-
кать произведение элементов полурешетки: из 
вершин, соответствующих данным элементам, 
спускаемся вниз по ребрам до их пересечения. 
Элемент, стоящий на пересечении, является 
произведением исходных элементов. 

Возникает вопрос: всегда ли является дере-
вом полученный граф? Оказывается, нет. Дело 
в том, что для некоторых несравнимых элемен-
тов a и b коммутативной полугруппы идем-
потентов (S, ∙) может существовать элемент c, 
отличный от элементов a и b, такой, что c = 
= sup (a, b). Тогда c = sup (a, c) = sup (b, c).  
В этом случае в графе, соответствующем дан-
ной полугруппе, возникнет цикл. 

Опишем коммутативные полугруппы идем-
потентов (S, ∙), графы которых являются дере-
вьями. 

Пусть M – частично упорядоченное множе-
ство. Нижним конусом некоторого элемента a 
этого множества называется множество La = 
={x ∈ M | x ≤ a}. Частичный порядок ≤ на мно-
жестве M называется полулинейным снизу, если 
для каждого элемента a этого множества его 
нижний конус линейно упорядочен. 

Предложение. Представление коммутатив-
ной полугруппы идемпотентов (S, ∙) в виде гра-
фа GS является деревом тогда и только тогда, 
когда частичный порядок, заданный формулой 
e ≤  f ⇔ e ∙ f = e, является полулинейным снизу.

Доказательство. Пусть для коммутативной 
полугруппы идемпотентов (S, ∙) ее граф GS яв-
ляется деревом. Предположим, что порядок не 
является полулинейным снизу. Это означает, 
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что существует элемент a полугруппы, для ко-
торого его нижний конус не является линейно 
упорядоченным. Это, в свою очередь, означает, 
что существуют элементы из нижнего конуса 
этой полугруппы, которые не являются сравни-
мыми элементами. Пусть b и c – такие элемен-
ты. Но тогда имеем: a = sup (a, c) = sup (a, b), 
поэтому в данном случае  в графе GS будет зам-
кнутый маршрут a…b…d…c…a , где d = inf (b, c) 
(на месте многоточий находятся вершины, рас-
полагающиеся в маршруте между соответству-
ющими вершинами). Из этого маршрута можно 
выделить цикл, что противоречит определению 
дерева.

Пусть теперь частичный порядок в комму-
тативной полугруппе идемпотентов (S, ∙), за-
данный формулой e ≤ f  ⇔ e ∙ f = e, является 
полулинейным снизу. Предположим, что соот-
ветствующий полугруппе граф GS не является 
деревом. Это означает, что в нем есть цикл. Из 
алгоритма построения дерева следует, что для 
некоторых различных элементов полугруппы 
есть точные нижние и точные верхние грани и 
они отличны от самих элементов. Пусть b и c – 
такие элементы, a = sup (b, c); d = inf (b, c). 
Тогда элементы a, b, c, d принадлежат конусу La = {x ∈ S | x ≤ a}. Но тогда частичный поря-
док не является полулинейным снизу, так как 
нашлись элементы b и c конуса, которые не яв-
ляются сравнимыми.

Из предложения следует, что проверку 
изоморфизма полурешеток, для которых ча-
стичный порядок, заданный формулой e ≤ f ⇔ 
⇔ e ∙ f = e, является полулинейным снизу, мож-
но произвести с помощью проверки изомор-
физма соответствующих им деревьев. 

Созданная в итоге программа работает сле-
дующим образом: по таблицам Кэли двух по-
лурешеток, которые удовлетворяют предложе-
нию, строятся соответствующие им деревья, а 
затем проверяется изоморфизм построенных 
деревьев. 

Алгоритм кодирования деревьев строка-
ми и его реализация

Для деревьев существуют различные эф-
фективные алгоритмы проверки изоморфизма, 

в частности, их можно найти в [3, с. 64; 4; 5, 
с. 220; 6]. В [4] изоморфизм графов устанавли-
вается с помощью их раскраски. В [5] описан 
алгоритм, с помощью которого любое дерево 
можно закодировать строкой из нулей и еди-
ниц, а затем восстановить дерево по найденной 
строке. Но при этом изоморфным деревьям мо-
гут быть сопоставлены различные строки. В [3] 
также описан алгоритм, при котором изоморф-
ным деревьям могут быть сопоставлены раз-
личные строки. Для того чтобы соответствие 
между деревьями и строками было однознач-
ным, можно применить алгоритм из [3], но не-
сколько измененный. В алгоритме, описанном 
в [6], дополнительно производится лексико-
графическое упорядочение строк, за счет чего 
изоморфным деревьям сопоставляются одина-
ковые строки. Таким образом, задача провер-
ки деревьев на изоморфизм сводится к задаче 
сравнения двух строк. Этот алгоритм прост в 
понимании, реализации и имеет небольшую 
сложность, поэтому и был нами выбран. 

Рассмотрим алгоритм кодирования дере-
вьев строками. Назовем его алгоритм A. Вход-
ные данные: дерево T и вершина r, являющаяся 
корнем дерева T. Результат выполнения алго-
ритма: строка. Обозначим результат выполне-
ния алгоритма A для дерева T с корнем r так: 
A (T, r). Шаги алгоритма:

1. Если дерево состоит всего из одной вер-
шины, то сопоставим ему строку «01».

2. Если в дереве более одной вершины, то 
рассмотрим вершины, являющиеся детьми кор-
ня дерева: r1, …, rn. Для каждой из этих вершин 
построим деревья T1, …, Tn, имеющие корнями 
вершины r1, …, rn.

3. Для каждого из полученных деревьев T1, 
…, Tn запустим алгоритм A. 

Замечание. В результате первых трех шагов 
всем концевым (висячим) вершинам дерева сопо-
ставляется строка «01».

4. Найдем вершины дерева, расстояние от 
которых до корня максимально и которым по-
следовательность еще не сопоставлена. 

5. Пусть u – такая вершина. Для вершины u 
найдем всех детей. Для этих детей ранее были 
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найдены соответствующие им последователь-
ности S1, …, Sl. 

6. Строки S1, …, Sl расположим в лексико-
графическом порядке (как слова в словаре). 
Получим упорядоченный набор строк s1, …, sl. 
Тогда вершине u сопоставим строку «0s1...sl 1».

7. Если u – корень дерева T, то алгоритм 
остановим. Если нет, то перейдем к шагу 4.

Результатом работы алгоритма будет строка 
«0s1...sn 1», где s1, …, sn  – последовательности, 
которые сопоставлены детям корня r дерева T.

Для реализации алгоритма был выбран 
язык Haskell. На этом языке проще писать 
сложные программы, кроме того, программы, 
благодаря декларативности языка, получают-
ся существенно короче, чем на других языках 
программирования. Также благодаря особен-
ностям языка время работы программ мини-
мальное.

Описанный алгоритм записи дерева стро-
кой (каноническим именем) на языке Haskell 
выглядит следующим образом:
encodeTree :: Tree t -> String 
encodeTree (Node root []) = «01» 
encodeTree (Node root childs) = «0» +
+ intercalate «» encodeChilds + «1» where 
encodeChilds = sort $ map encodeTree childs 

Далее сравниваются канонические имена 
деревьев. Если они совпадают, то деревья изо-
морфны, иначе – нет: 
isTreeIsomorphic :: Tree t1 -> Tree t2 -> Bool 
isTreeIsomorphic t1 t2 = encodeTree t1 =
= encodeTree t2

Алгоритм перевода полурешетки в дере-
во и его реализация

Для того чтобы проверить, изоморфны ли две 
полугруппы, являющиеся полурешетками, необ-
ходимо сначала найти соответствующие им дере-
вья. Этот алгоритм, как и алгоритм кодирования 
деревьев строками, является рекурсивным. 

Деревья на языке Haskell представляются в 
виде: Node rootNode forest, где rootNode – ко-
рень дерева, а forest – список вершин, исходя-
щих из корня. К примеру: Node 0 [Node 1 [Node 

3 []], Node 2 []] – это дерево, состоящее из че-
тырех вершин: 0, 1, 2, 3 – и трех ребер: (0,1), 
(0,2), (1,3).

Рассмотрим алгоритм перевода полуре-
шетки в дерево. Назовем этот алгоритм semi- 
groupToTree(m). Входные данные: полурешет-
ка, заданная таблицей Кэли. Элементы табли-
цы: числа 0, 1, ..., n – 1, где n – порядок по-
лурешетки. Результат выполнения алгоритма: 
дерево. Шаги алгоритма:

1. Найдем корень дерева root. Он равен про-
изведению всех элементов полурешетки. Вве-
дем обозначение: x = root.

2. Найдем детей вершины x. Для этого пере-
берем все элементы y полурешетки и отберем 
те из них, которые удовлетворяют условиям:  
x ≠ y; x ∙ y = x; не существует такого элемента z, 
чтобы z ≠ x; z ≠ y; z ∙ y = z; z ∙ x = x. Собрав эти 
элементы в массив rootChilds, получим дерево 
Node root rootChilds.

3. Выполним шаг 2 для каждого элемента x 
массива rootChilds и их детей, пока не исчерпа-
ем все элементы полурешетки.

Код на языке Haskell:
op m [x] = x
op m (x:y:xs) = op m $ (m !! x !! y):xs
am m = [0, 1..length m - 1]
f m x y z = and [z /= x, z /= y, op m [z, y] =
= z, op m [x, z] == x]
isNext m x y = and [x /= y, op m [x, y] =
= x, not $ any (f m x y) (am m)]
nexts m x = filter (isNext m x) (am m)
lowerElement m = op m $ am m
goStoT m x = [Node v (goStoT m v) | v <- nexts m x]
semigroupToTree m = Node le (goStoT m le) where le 
= lowerElement m

Соберем все вместе и напишем функцию 
проверки полурешеток на изоморфизм:
isSemiIso s1 s2 = isTreeIsomorphic  
(semigroupToTree s1) (semigroupToTree s2) 

Пример применения программы
Приведем пример работы программы для 

двух полурешеток – S1 и S2, состоящих из 5 эле- 
ментов, заданных с помощью таблиц Кэли  
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(рис. 1). Для каждой полугруппы сначала выво-
дится ее структура (как дерева), затем выводит-
ся ее каноническое имя (строка), затем канони-
ческие имена сравниваются и выдается ответ: 
False или True.

Для полурешеток, заданных данными та-
блицами, программа выдает результат, пред-
ставленный на рис. 2.

Так как канонические имена деревьев со-
впадают, то делается вывод об изоморфизме 
деревьев, а значит, и полугрупп.

Для проверки времени работы данной про-
граммы было создана программа, генерирую-
щая полурешетки по бинарным деревьям. Для 
двух таких полурешеток из 200 элементов про-
грамма работает менее 5 с.

Рис. 2. Структура и канонические имена деревьев, соответствующих по-
лурешеткам S1 и S2

Рис 1. Таблицы Кэли для полурешеток S1 и S2
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TEST ALGORITHMS OF THE GRAPH ISOMORPHISM  
IN THE THEORY OF SEMIGROUPS 

One of the most interesting problems in the theory of semigroups is the isomorphism problem for this 
class of semigroups. This issue consists in the existence of an algorithm (which differs from the exhaustive 
algorithm) recognizing isomorphism of any two semigroups of a given class. A similar problem exists in 
the graph theory, and this issue has been resolved for some classes of graphs. The article considers 
semigroups, which are semilattices; their isomorphism can be checked by the known algorithms for the 
graph isomorphism testing. The corresponding graph can be found for these semigroups. This graph can 
be a tree; in this case we can apply the known algorithms of the trees isomorphism testing to verify the 
isomorphism of semigroups. The paper formulates and proves a criterion, when the semilattice graph is 
a tree. We have justified the choice of the algorithm of the trees isomorphism testing, described it, and 
presented a program written in Haskell that implements it. We should associate a tree with semilattice to 
apply the selected algorithm for the semilattice isomorphism testing. For this purpose the authors have 
developed and implemented an efficient algorithm in the Haskell language. The developed program for 
two semilattices, given by the Cayley tables, displays the structure of the trees relevant to semilattices, 
the canonical name of derived trees, tests the isomorphism of trees and semilattices. The choice and 
implementation of algorithms are effective; the program determines the semilattices isomorphism with a 
three-digit number of elements for a few seconds. 

Keywords: semigroup; semilattice; graph; tree; isomorphism of semigroups; graph isomorphism; test 
algorithm of isomorphism of semigroups, graphs, trees.
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