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В данной работе рассмотрен некоторый класс систем n линейных дифференциальных уравнений с 
Т-периодическими коэффициентами. Изложен аналитический метод асимптотически точного решения 
этих систем при T→0  и получен простой алгоритм вычисления показателей Флоке их фундаментальных 
решений. 

Алгоритм метода сводит поиск фундаментальных решений исходной системы уравнений к задаче на 
собственные значения и собственные элементы некоторого самосопряженного оператора H , действующе-
го в гильбертовом пространстве специального вида. Методами теории возмущений, использующей T в ка-
честве малого параметра, спектральная задача для оператора H трансформируется в задачу на собственные 
значения некоторой квадратной матрицы порядка n. Собственные значения этой матрицы представляют 
собой приближенные значения показателей Флоке фундаментальных решений исходной системы. Про-
ведено сравнение полученных приближенных значений показателей Флоке с результатами «точных» чис-
ленных расчетов. Найдена оценка сверху для максимальной погрешности приближенных значений. Для 
случая n = 2 для приближенных значений показателей Флоке приведены явные аналитические выражения. 
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Введение. Системы линейных дифферен-
циальных уравнений первого порядка с пери-
одическими коэффициентами находят широкое 

применение для описания различных физико-
механических явлений и процессов, которые 
определяются величинами, периодически из-
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меняющимися в пространстве или во времени. 
С такими уравнениями приходится встречаться 
при теоретическом описании твердых тел, ди-
намических расчетах упругих систем и систем 
автоматического регулирования, а также при 
решении множества других практически зна-
чимых задач. 

Теория систем уравнений с периодически-
ми коэффициентами хорошо развита [3] и ука-
зывает на существование у них так называемых 
решений Флоке.

В данной работе решения Флоке исследу-
ются применительно к системам линейных од-
нородных дифференциальных уравнений с пе-
риодическими коэффициентами, допускающим 
обобщенную запись в виде операторного урав-
нения:    

 ( ) 0,di h f wt V tdt
 + + λ ψ =  

                 (1)

где ,wλ  – числовые параметры, h и V – са-
мосопряженные операторы, действующие в 
n-мерном унитарном пространстве Hn, nHtψ ∈   – 
искомая «функция» параметра t, i  – мнимая 
единица, ( )f wt  – числовая периодическая 
функция с периодом 2 /T w= π  такая, что 

        
0

( ) 0
T

f wt dt =∫  или
 2

0

( ) 0f z dz
π

=∫
          

 (2)

(cистемы уравнений такого рода возникают, в 
частности, при квантово-механическом описа-
нии спектров излучения многозарядных ионов, 
находящихся в области действия переменных 
электрических полей [1, 4, 5]). Предлагается 
алгоритм поиска приближенных решений Фло-
ке этого уравнения и связанных с ними характе-
ристических показателей (показателей Флоке), 
который в случае достаточно больших частот 
w  сводится к поиску собственных значений 
и собственных векторов некоторой матрицы 
порядка n. Основные идеи рассматриваемого 
метода были использованы ранее в работах 
[1, 4] при исследовании спектров излучения 
атомов водорода и водородоподобных ионов, 
взаимодействующих с гармоническим лазер-
ным полем. В настоящей работе эти идеи си-

стематизированы, обобщены на случай произ-
вольных уравнений вида (1) с произвольными 
периодическими функциями f(wt) и изложены 
в терминах спектральной задачи для некоторо-
го самосопряженного оператора, действующе-
го в гильбертовом пространстве специального 
вида.

Задача на собственные значения для ре-
шений Флоке. Согласно теореме Флоке, рас-
сматриваемое уравнение (1) должно иметь хотя 
бы одно решение Флоке вида

	
,i tet t

εψ = ϕ
	

(3)

где tϕ
 
– периодическая с периодом T функция, 

ε  – показатель Флоке. Периодическая функция 
tϕ , согласно (1), удовлетворяет уравнению

( ) .di h f wt V t tdt
 + + λ ϕ = εϕ  

В соответствии с этим представляется воз-
можным рассматривать функцию tϕ  как соб-
ственный элемент оператора

( ) ,dQ i h f wt V
dt

= + + λ

действующего в линейном пространстве  
НТ nH= ⊗ τ , где τ  – линейное пространство 
периодических с периодом T функций. Это 
пространство превращается в гильбертово, 
если для его элементов ввести скалярное про-
изведение 

0

1, ( , ) ,
T

dtt t t tT
ϕ φ = ϕ φ∫

где ( , )t tϕ φ  – скалярное произведение в Hn. 
При этом оператор Q становится самосопря-
женным. Такая переформулировка задачи по-
зволяет свести поиск решений Флоке tψ  (3) 
уравнения (1) к решению спектральной задачи 
для оператора Q:

Q t tϕ = εϕ .                          (4)
Решение спектральной задачи для опера-

тора Q. Рассмотрим унитарный оператор

( ) ,i F t VU e− λ=
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содержащий T – периодическую функцию

0

( ) ( )
t

F t f wt dt= ′ ′∫
 (2)

( ) ( ),F t T F t⇒ + =

и трансформируем задачу (4) в спектральную 
задачу для оператора 

Q̂ = 1 ( ) ( ) .d i F t V i F t VU QU i e he
dt

− − λ λ= +
  (5)

В силу унитарной эквивалентности опера-
торов Q и Q̂  их собственные значения совпа-
дают, а соответствующие им собственные эле-
менты легко выражаются друг через друга:  

1ˆ ˆ ˆ ˆ, .Q Q Ut t t t t t
−ϕ = εϕ ϕ = εϕ ⇔ ϕ = ϕ  (6)

Задачу поиска собственных значений и соб-
ственных элементов оператора Q̂  можно сфор-
мулировать в рамках теории возмущений [2], 
если рассматривать первое слагаемое в (5) в ка-
честве невозмущенного оператора, второе – в 
качестве возмущающего оператора

( ) ( )i F t V i F t Vg e he− λ λξ ≡

и использовать ξ  в качестве формального ма-
лого числового параметра. При этом уравнение 
ˆ ˆ ˆQ t tϕ = εϕ  для собственных элементов и соб-

ственных значений оператора Q̂  записывается 
в форме

ˆ ˆ( ) ,di g t tdt
+ ξ ϕ = εϕ                   

(7)

а сами собственные элементы и собственные 
значения ищутся в виде разложений по малому 
параметру ξ :

(0) (1) (2)ˆ ˆ ˆ ˆ ...  ,t t t tϕ = ϕ + ϕ + ϕ +

(0) (1) (2) ... ,ε = ε + ε + ε +             (8) 

где (0)ˆ tϕ
 
– собственный элемент невозмущен-

ного оператора id/dt, (0)ε  – соответствующее 
ему собственное значение, ( ) ( )ˆ,k kε ϕ  – поправ-
ки порядка kξ . Уравнения для этих поправок 
получаются подстановкой (8) в (7) и прирав-
ниванием слагаемых при одинаковых степенях 
параметра ξ . Для «нулевого приближения» и 
поправок первого порядка эти уравнения име-
ют вид:

(0) (0)ˆ 0,di I tdt
 − ε ϕ =  

( )(0) (1) (1) (0)ˆ ˆ ,di I I gt tdt
 − ε ϕ = ε − ξ ϕ  

 

где I – единичный оператор в nH ⊗ τ . Из перво-
го уравнения этой системы следует (с учетом 
того, что (0)ˆ nHtϕ ∈ ⊗ τ ):

(0) (0)ˆ, , , .n
i mwtmw e H m Zt

−ε = ϕ = ψ ψ ∈ ∈
Второе уравнение разрешимо относитель-

но (1)ˆ tϕ  только при условии

( )(1) (0)ˆ 0mP I g tε − ξ ϕ = или
(0) (1) (0)ˆ ˆ( ) ,m mP g P t tξ ϕ = ε ϕ

где Pm – проектор на n-мерное собственное под-
пространство 

{ : }m n
i mwtL e H−= ψ ψ ∈

оператора id/dt. Это означает, что поправка (1)ε  
является собственным значением, а функция 
нулевого приближения (0)ˆ tϕ – собственным 
элементом оператора 

( ) .m mB P g P= ξ

Матрица lkB  этого оператора в ортонор-
мированном базисе подпространства Lm из 
элементов { }k

i mwte−ψ , где { }kψ – собственные 
элементы оператора V, соответствующие его 
собственным значениям {Vk}, имеет вид

( ),lk lk lkB h W= α  , 1,.., ,l k n=             (9)

где ( , )lk k lh h= ψ ψ , ( ) /lk k lV V wα = − λ , 
2

1

0

( ) (2 ) exp( ( )) ,W i F x dx
π

−α = π α∫ 

   
0

( ) ( ) .
x

F x f z dz= ∫

 

В соответствии с этим поправки (1)ε  к ну-
левому приближению (0) mwε =  собственных 
значений операторов Q̂  и Q (см. (8)) являются 
корнями характеристического уравнения 

(1) 0lk lkB − ε δ =                      (10)
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для матрицы (9), а собственные функции нуле-
вого приближения (0)ˆ tϕ  оператора Q̂  связаны 
с собственными векторами этой матрицы соот-
ношением

(1)

1

n

lk k l
k

B x x
=

= ε∑ ⇒ (0)

1

ˆ .
n

k k
k

i mwte xt
=

−ϕ = ψ∑

В силу (6) для собственных функции нуле-
вого приближения (0)

tϕ  оператора Q получаем

(0) (0)

1

( )( ) ˆ .
n

k k
k

i F t Vi F t V i mwt ke e x et t
=

λλ −ϕ = ϕ = ψ∑
Для входящей в матрицу lkB  функции ( )W α  в 
некоторых практически важных случаях мож-
но получить явные выражения. Так, если 

( ) cos ,f z z=  то 0( ) ( )W Jα = α  – функция Бессе-
ля нулевого порядка, если f(z) – удовлетворяю-
щая условию (2) ступенчатая 2π -периодиче-
ская функция

( )

( )

, [0, )
( ) ,

, [ ,2 )
z

f z
z

+

−

 γ ∈ δ
=  γ ∈ δ π

    

( ) ( ) / (2 ),− +γ = −γ δ π − δ  
определяемая постоянными ( )+γ  и δ , то  

sin( )( ) exp( ),W iαηα = αη
αη

( )

4

+γ δη =
π

.     (11)

Изложенный метод позволяет получать яв-
ные аналитические выражения для поправок 

(1)ε  и показателей Флоке (1)mwε ≈ + ε  в тех слу-
чаях, когда корни характеристического урав-
нения (10) могут быть найдены аналитически. 
Например, при n = 2 уравнение (10) имеет вид

(1)
11 12

(1)
12 22

( )
0,

( )
h h W
h W h

− ε α
=

−α − ε

  
1 2( ) / .V V wα = − λ

 

И тогда
2(1) 2 2

1,2 11 22 11 22 12[ ( ) 4 ( ) ] / 2.h h h h h Wε = + ± + + α
Аналогичный результат был получен в [4] 

для случая ( ) cos( )f wt wt= , когда 0( ) ( ).W Jα = α
Комментарии к методу. Относительно 

точности и вида приближенного решения 
(0)

t tϕ ≈ ϕ ,    (1)mwε ≈ + ε              (12)
задачи (4) заметим следующее:

1) если входящие в оператор Q операто-
ры h и V являются коммутирующими, т. е. 
hV – Vh = 0, то (12) является точным решением 
спектральной задачи (4);

2) фактическим малым параметром в разло-
жении (8) является отношение max / ,iki k

h w
≠

по-
этому с ростом w точность приближения (12) 
увеличивается;

3) проведенное сравнение приближенных 
значений показателей Флоке (1)mwε ≈ + ε  с точ-
ными значениями, найденными путем числен-
ных расчетов для операторов Q с различными 
функциями f(wt) и операторами h и V, показа-
ло хорошее совпадение результатов для всех λ  
(с погрешностью, не превышающей несколь-
ких процентов) в области частот 2w ≥ ∆ , где  
Δ – диаметр спектра оператора h, при этом для 
максимальной погрешности max∆ε  оказывается 
справедливой следующая приближенная оцен-
ка сверху: 2

max ;
3w
∆ ∆ε ≤ ∆   

4) в силу (9) поправка (1)ε  зависит только от 
отношения / wλ ;

5) в силу (11) поправка (1)ε  имеет одинако-
вую величину для любых ступенчатых функ-
ций f(z) с одинаковой площадью ступеньки,  
т. е. для любых функций с ( ) const+γ δ = .
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HIGH-FREQUENCY ASYMPTOTICS OF SOLUTIONS  
OF SOME LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH PERIODIC COEFFICIENTS

The paper studied some class of systems of n linear differential equations with T- periodic 
coefficients. Analytical method of asymptotically exact solution of these systems, when 0T → , was 
described, and a simple algorithm to calculate Floquet exponents of their fundamental solutions was 
obtained.

The algorithm reduces the search of fundamental solutions of the original combined equations to 
a problem on eigenvalues and eigenelements of some self-adjoint H operator acting in a special type 
of Hilbert space. Perturbation theory, using T as a small parameter, transforms the spectral problem 
for H operator into a problem on eigenvalues of some square matrix of order n. Eigenvalues of this 
matrix represent approximate values of Floquet exponents of fundamental solutions of the original 
system. The obtained approximate values of Floquet exponents were compared to the results of 
“exact” numerical calculations. An upper estimate for the maximum error of approximate values was 
obtained. Explicit analytical expressions for approximate values of Floquet exponents, when 2n = , 
were given.

Keywords: linear differential equations with periodic coefficients, Floquet exponent, characteristic 
exponent.
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