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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ПЕРЕНОСА  
ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ РЕЖИМОВ ТЕЧЕНИЯ  
РАЗРЕЖЕННОГО ГАЗА В КАНАЛЕ

Построены асимптотические выражения, описывающие потоки массы газа и тепла для различных ре-
жимов течения разреженного газа в канале при наличии параллельного стенкам градиента температуры. 
В качестве исходных соотношений рассматриваются результаты, полученные авторами в рамках кинети-
ческого подхода на основе решения линеаризованной БГК (Бхатнагар, Гросс, Крук) модели кинетического 
уравнения Больцмана с использованием зеркально-диффузной модели граничного условия на стенках ка-
нала. Для различных значений коэффициента аккомодации тангенциального импульса молекул газа при их 
взаимодействии со стенками канала рассмотрен переход к гидродинамическому режиму и режиму, близ-
кому к свободномолекулярному. Доказано наличие особого режима течения газа в канале, когда, несмотря 
на исчезающе малые значения числа Кнудсена, режим течения газа существенно отличается от гидроди-
намического. Найдены условия перехода к данному режиму течения. Установлены границы применимо-
сти полученных асимптотических выражений. Проведено сравнение с аналогичными опубликованными 
результатами.

Ключевые слова: кинетическое уравнение Больцмана, модельные кинетические уравнения, точные 
аналитические решения, модели граничных условий.

Введение. Для течений разреженного газа 
в каналах характерно наличие перекрестных 
эффектов: перенос тепла в канале может быть 
обусловлен не только наличием градиента тем-
пературы, но и наличием градиента давления, 
равно как перенос массы газа может быть об-

условлен не только наличием градиента давле-
ния, но и наличием градиента температуры [4]. 
Построению математических моделей процес-
сов тепло- и массопереноса в задаче о течении 
разреженного газа в канале при наличии гра-
диента температуры посвящено значительное 
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число работ, выполненных с использованием 
численных методов для различных моделей 
взаимодействия молекул газа со стенками ка-
нала, обзор которых можно найти в [4–7]. С ис-
пользованием аналитических методов данная 
задача рассматривалась в [2] и [3]. При этом в 
[3] в качестве граничного условия на стенках 
канала использовалась модель диффузного от-
ражения, а в [2] – более общая модель зеркаль-
но-диффузного отражения. Цель настоящей 
работы заключается в получении на основе 
результатов, представленных в [2], асимптоти-
ческих выражений, описывающих при различ-
ных режимах течения газа потоки массы газа и 
тепла, обусловленные наличием параллельно-
го стенкам канала градиента температуры.

Постановка задачи. Рассмотрим канал 
толщиной D' , стенки которого расположены в 
плоскостях x' = ±d' прямоугольной декартовой 
системы координат (d' = D'/2). Предположим, 
что в канале поддерживается постоянный гра-
диент температуры, параллельный его стенкам. 
Направим ось Оz' декартовой системы коорди-
нат вдоль градиента температуры. Будем счи-
тать относительный перепад температуры на 
длине свободного пробега молекул газа малым. 
Тогда задача допускает линеаризацию, и выра-
жения для потоков массы газа и тепла в канале 
имеют вид [2].
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Здесь Qn– интегралы Лойалки, в частности, 
1 1,01619,Q = −  2 1,26632,Q = −  ( )X τ  – факторизую-

щая функция, ( )+λ τ – значение дисперсионной 
функции Черчиньяни на верхнем берегу раз-
реза [1]. Рассмотрим асимптотику выражений 
(1) и (2) при различных режимах течения газа 
в канале.

1. Режим, близкий к гидродинамическо-
му. Рассмотрим вначале случай, когда коэффи-
циент аккомодации тангенциального импуль-
са молекул газа (1)q O= , а число Кнудсена 

1 1Kn D−= << . Так как в этом случае 1D >> , то 
в выражениях (5), (6) можно пренебречь слага-
емыми, пропорциональными exp( 2 / )d− τ . По-
этому (5) и (6) можно записать в виде:
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Тогда выражения для потоков массы газа и 
тепла (1), (2) примут вид:
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Как показывают проведенные расчеты, от-
личие значений потоков массы и тепла, вычис-
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ленных по асимптотическим формулам (7), от 
полученных на основании (1) и (2) составляет 
не более 1 % для каналов, расстояние между 
стенками которых 7D >  и 5D >  соответствен-
но для потока массы газа и потока тепла. При 

1D >>  выражения (7) переходят в соответству-
ющие формулы, полученные в рамках класси-
ческой гидродинамики.

Перейдем теперь к рассмотрению случая 
почти зеркальных граничных условий, когда 
коэффициент аккомодации (0)q O= . Для те-
чений Пуазейля и Куэтта этот случай рассма-
тривался в [1]. При этом были исследованы две 
качественно различные ситуации: 1Kn q<< <<  
и 1q Kn<< << . Проведенный в [1] анализ по-
казал, что переход к гидродинамическому ре-
жиму осуществляется только в первом случае, 
а во втором приводит к так называемому режи-
му течения со скольжением. В представленной 
работе обе ситуации проанализированы на ос-
нове (1), (2) для задачи о течении газа в канале 
при наличии параллельного стенкам градиента 
температуры. При этом показано, что для обе-
их ситуаций имеют место соотношения:

2( ) = ( ) ( ) / 2, ( ) = ( ) ( ),as asg X Xτ γ τ −τ ζ τ −γ τ −τ 	(8)
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Здесь ( )k asI  получаются из (3), (4) заменой 
( )g τ  и ( )ζ τ  соответствующими выражениями 

(8).
2. Переход к свободномолекулярному ре-

жиму. Для свободно-молекулярного режима 
число Кнудсена 1Kn >> . Исследование пове-
дения газа в свободномолекулярном режиме 
на основе выражений (1) и (2) является весь-
ма сложной математической задачей. Поэтому 
имеет смысл вывести приближенные асимпто-
тические формулы для потоков массы газа и 
тепла, пренебрегая интегралом столкновений в 
исходном уравнении Больцмана. В этом случае 
приходим к решению системы уравнений [2]:
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с граничными условиями
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Решение граничных задач (9–11) имеет вид:
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С учетом построенных решений находим 
профили массовой скорости газа в канале 
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и соответственно потоки массы газа и тепла, 
приходящиеся на единицу ширины канала:
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Выражения (12) полностью совпадают с ана-
логичными выражениями, приведенными в [4]

	 ln 2= ,
2T

qG
q

δ −−
π

  9ln 2= .
4T

qQ
q

δ −−
π

Здесь 1Kn D−δ = =  – параметр разреженно-
сти.

Заключение. Итак, нами получены асим-
птотические выражения, описывающие потоки 
массы газа и тепла для близких к гидродинами-
ческому и свободномолекулярному режимам 
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при наличии в канале параллельного стенкам 
градиента температуры. Показано, что резуль-
таты, представленные в [2], содержат в себе как 
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предельные случаи аналогичные результаты, 
полученные в [3] и [4], а также в рамках клас-
сической гидродинамики.
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MATHEMATICAL MODELLING OF TRANSPORT PROCESSES FOR VARIOUS REGIMES 
OF RAREFIED GAS FLOW IN THE CHANNEL

In this paper we obtained asymptotic expressions describing mass flows of gas and heat for various 
regimes of rarefied gas flow in the channel with the temperature gradient parallel to the walls. As original 
relations we use the results obtained by the authors within the framework of the kinetic approach, based 
on the solution of the linearized BGK (Bhatnagar, Gross, Krook) model of Boltzmann kinetic equation 
using diffuse reflection boundary condition on the channel walls. For various tangential momentum 
accommodation coefficients of gas molecules during their interaction with the channel walls, we studied 
the transition to the hydrodynamic regime and regime close to the free-molecular one. We proved the 
existence of a special regime of gas flow in the channel, when, despite the vanishingly small Knudsen 
number, the gas flow regime differs significantly from the hydrodynamic one. Further, we identified the 
conditions for transition to this gas flow regime, determined the range of applicability for the obtained 
asymptotic expressions and compared the obtained results with the similar published ones.
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