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Актуальным вопросом изучения динамики роста рыб в популяциях является анализ линейных и ве-
совых характеристик особей, при этом важен выбор методики его проведения. Математические методы 
анализа выступают в качестве инструмента решения большого спектра задач, однако для каждой из них 
необходим индивидуальный метод, позволяющий получить достоверные результаты. В настоящей работе 
представлен анализ эмпирических данных при помощи методов математического моделирования, с це-
лью выявления закономерностей изменения массы тела полярной камбалы в зависимости от ее длины 
в различных районах Двинского и Онежского заливов Белого моря. На основе предложенной методики 
установлено, что скорость роста самцов и самок во всех исследованных районах отличается в значитель-
ной мере. Показано, что динамика массы тела полярной камбалы в зависимости от изменения длины тела 
описывается степенной функцией как для Онежского, так и для Двинского заливов Белого моря. Примене-
ние регрессионного анализа позволило сделать вывод о том, что в Онежском заливе можно выделить две 
обособленные зоны, характеризующиеся различными темпами роста линейных и весовых характеристик 
как для самцов, так и для самок, обитающих в кутовой и морской частях залива. В Двинском заливе таких 
обособленных зон не выявлено. Показано, что для исследования зависимости массы тела от длины особей 
полярной камбалы, обитающих в различных частях Онежского и Двинского заливов, можно использовать 
универсальные уравнения.
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Вопросы исследования популяционных ха-
рактеристик рыб не потеряли своей актуально-
сти вплоть до настоящего времени. В то же вре-
мя развитие научных подходов и технических 
возможностей привносит значительные кор-
рективы в используемые для анализа методы. 
С развитием информационных технологий ма-
тематические методы анализа стали доступнее 
и позволяют исследователям проводить ком-
плексный анализ эмпирических данных, осу-
ществлять проверку гипотез и получать досто-
верные результаты. Математические методы 
анализа основываются, во-первых, на вероят-
ностно-статистическом анализе эмпирических 
данных, во-вторых – на выдвижении гипотезы 
и в-третьих – на ее доказательстве [1].

При изучении динамики популяций водных 
биологических объектов основным инструмен-
том исследователя является анализ характера 
изменений линейных и весовых параметров 
особей. Рост рыб – это один из важнейших ме-
ханизмов адаптации популяции в целом к ус-
ловиям окружающей среды [2]. При наличии 
постоянного источника питательных веществ 
масса тела возрастает экспоненциально. По 
мере увеличения возраста и размеров [3] тем-
пы прироста снижаются, но рост не прекра-
щается с наступлением половой зрелости [4]. 
Таким образом, очевидно, что имеется тесная 
зависимость между массой тела особи и ее ли-
нейными характеристиками, а также между ли-
нейным ростом и возрастом. Данная гипотеза 
может быть положена в основу исследований, 
направленных на оценку состояния морских 
биоресурсов и составление прогноза.

В настоящее время для прогнозирования 
динамики реальных биологических систем 
все чаще прибегают к методам математическо-
го моделирования [5]. Условно все математи-
ческие модели биологических систем можно 
разделить на регрессионные, качественные и 
имитационные. В настоящей работе использо-
вались регрессионные модели, для построения 
которых достаточно статистически значимых 
корреляций между переменными или параме-
трами системы. Регрессионные модели позво-
ляют выявить тенденции в развитии популяции 

и исследовать специфику роста отдельных со-
обществ в различных средах обитания.

Интенсивное изучение полярной камбалы 
(Liopsetta glacialis (Pallas, 1776)) Белого моря 
началось с середины ХХ века. Было доказано, 
что самки полярной камбалы растут быстрее 
самцов [6–11]. Такой рост характерен для вида 
по всему ареалу, в т. ч. в юго-восточной части 
Баренцева моря [12] и Тауйской губе Охотского 
моря [13]. В указанных работах в качестве ос-
новной гипотезы выдвигалось предположение 
о зависимости между массой и длиной тела по-
лярной камбалы с учетом ее возраста. В насто-
ящей работе все выводы строились на основе 
наличия зависимости между массой тела по-
лярной камбалы и ее длиной.

Цель исследования заключается в примене-
нии методов математического моделирования, 
в частности регрессионных моделей, для выяв-
ления различий в росте полярной камбалы Бе-
лого моря в зависимости от района ее обитания 
и половой принадлежности.

Материалы и методы. Регрессионные 
модели строили с использованием пакета ана-
лиза «Microsoft Excel» на основе статистиче-
ских данных, которые обрабатывали согласно 
утвержденным методикам [14, 15]. В качестве 
статистической базы использовали системати-
зированные биологические данные о полярной 
камбале Белого моря, собранные в ходе регу-
лярных научно-исследовательских рейсов и бе-
реговых командировок Полярного научно-ис-
следовательского института морского рыбного 
хозяйства и океанографии им. Н.М. Книповича 
(ПИНРО) в Онежском и Двинском заливах Бе-
лого моря (табл. 1). Набор данных, характери-
зующих длину и массу особей, был классифи-
цирован по половому признаку (т. к. рост самок 
и самцов у большинства видов камбал отлича-
ется [16], в т. ч. у полярной камбалы [11, 13]) и 
местам обитания. 

В данной работе рассматривали 6 районов 
Онежского и 4 – Двинского заливов. При этом 
акватории о. Кий, р. Колежмы и р. Нюхчи ус-
ловно относятся к кутовой части Онежского 
залива, а губа Конюхова, о. Большой Соловец-
кий и центральная часть залива – к морской.  
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В Двинском заливе Унская, Яндова губы и р. Се-
верная Двина составляют прибрежную часть за-
лива, а центральная часть залива – морскую.

Результаты и обсуждение. В аналитиче-
ских исследованиях сотрудников ПИНРО [10] 
на основе данных многолетнего мониторинга 
показано, что средние значения скорости ро-
ста беломорских камбаловых рыб несколь-
ко выше в Двинском заливе по сравнению с 
Онежским.

Анализ динамики массы тела полярной кам-
балы в зависимости от ее длины с учетом воз-
растной характеристики по всем районам Двин-
ского и Онежского заливов показал, что скорость 
роста самцов и самок в значительной мере от-
личается (рис. 1). Таким образом, специфика из-
менения массы и длины рыбы является законо-
мерностью, что также подтверждается данными 
исследований ПИНРО полярной камбалы [12], а 
также других видов камбаловых [7, 16–20].

Таблица 1

Количество исследованных камбаловых рыб Белого моря, экз.

Район Самки Самцы
Онежский залив

р. Колежма 583 447
Центральная часть залива 569 438
о. Кий 1936 713
Губа Конюхова 72 11
р. Нюхча 109 64
о. Большой Соловецкий 255 165

Двинский залив
Центральная часть залива 145 108
р. Северная Двина 251 35
Унская губа 183 123
Яндова губа 89 15

Рис. 1. Изменение длины и массы особей полярной камбалы с возрастом в морской части заливов Белого моря: 
a – Онежский залив; б – Двинский залив

а б
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Результаты корреляционного анализа под-
твердили основную гипотезу исследования о 
зависимости между массой и длиной полярной 
камбалы: по всем районам Двинского и Онеж-
ского заливов значения коэффициента корреля-
ции между массой и длиной полярной камбалы 
выше 0,9.

Для анализа тенденции и формы связи 
между изучаемыми признаками был проведен 
регрессионный анализ (табл. 2). Общий вид 
уравнения регрессии, описывающего зави-
симость массы особей полярной камбалы от 
их длины, имеет вид у(х) = ахb, где у – мас-
са полярной камбалы (г); х – длина полярной 
камбалы (см); а, b – параметры модели, вы-
численные методом наименьших квадратов. 
Полученные уравнения регрессии достаточ-
но точно описывают эмпирические данные: 
близкое к единице значение коэффициента 
детерминации позволяет сделать вывод о том, 
что доля неучтенных факторов в модели – ме-
нее 16 %.

Проверка значимости регрессионной моде-
ли проводилась с помощью критерия Фишера, 
а для оценки точности уравнений регрессии 
была рассчитана средняя ошибка аппроксима-
ции (табл. 3). Средняя ошибка аппроксима-
ции регрессионных моделей, описывающих 
зависимость между массой и длиной тела по-
лярной камбалы в Онежском заливе, варьиру-
ет в пределах от 6,8 до 12,8 % для самок и от 
4,8 до 11,5 % для самцов, что говорит о незна-
чительном отклонении эмпирических данных 
от теоретических.

Проверка с использованием критерия Фи-
шера показала, что объясненная дисперсия 
регрессионных моделей существенно больше, 
чем необъясненная, следовательно, модель 
является значимой с доверительной вероятно-
стью 95 %.

Аналогичные результаты были получены 
для регрессионных моделей, описывающих 
связь между массой и длиной полярной кам-
балы Двинского залива Белого моря.

Таблица 2

УРАВНЕНИЯ РЕГРЕССИИ, ОПИСЫВАЮЩИЕ ЗАВИСИМОСТЬ  
МЕЖДУ МАССОЙ И ДЛИНОЙ ПОЛЯРНОЙ КАМБАЛЫ В РАЙОНАХ ОНЕЖСКОГО  

И ДВИНСКОГО ЗАЛИВОВ БЕЛОГО МОРЯ

Район
Самки Самцы

Уравнение 
регрессии

Коэффициент 
детерминации

Уравнение 
регрессии

Коэффициент 
детерминации

Онежский залив
р. Колежма у = 0,0080 х3,0970 R2 = 0,9557 y = 0,0111 x2,959   R2 = 0, 9478
Центральная часть залива у = 0,0053 х3,3053 R2 = 0,9741 у = 0,0093 х3,0961 R2 = 0,9563
о. Кий у = 0,0093 х3,0559 R2 = 0,9732 у = 0,0102 х2,9915 R2 = 0,9534
Губа Конюхова у = 0,0165 х2,1958 R2 = 0,9426 у = 0,0186 х2,8641 R2 = 0,9673
р. Нюхча у = 0,0082 х3,1075 R2 = 0,9441 у = 0,0111 х2,9696 R2 = 0,9377
о. Большой Соловецкий у = 0,0088 х3,1529 R2 = 0,9606 у = 0,0149 х2,9432 R2 = 0,9231

Двинский залив
Центральная часть залива у = 0,0048 х3,3777 R2 = 0,9786 у = 0,0097 х3,31172 R2 = 0,9411
р. Северная Двина у = 0,0126 х3,0392 R2 = 0,9617 у = 0,0165 х2,891 R2 = 0,9197
Унская губа у = 0,0063 х3,1961 R2 = 0,8474 у = 0,0121 х2,9464 R2 = 0,9396
Яндова губа у = 0,0161 х2,8910 R2 = 0,9352 у = 0,03 х2,6085 R2 = 0,9664
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Результаты исследования графической интер-
претации аналитической зависимости (рис. 2, 3) 
указывают на то, что места сбора биологиче-
ской информации в заливах Белого моря могут 
быть разбиты на районы со схожими темпами 
роста полярной камбалы. Например, для Онеж-
ского залива акватории о. Кий, р. Колежмы и  
р. Нюхчи могут быть объединены в одну группу, 
а центральная часть, акватории губы Конюхова и 
о. Большой Соловецкий – в другую. В Двинском 
заливе Унская и Яндова губы также объедине-

ны в одну группу (данные по самкам). Подобное 
деление может быть обусловлено гидрологиче-
скими и гидрохимическими условиями районов 
исследования. Кроме этого, на рост особей по-
пуляции в значительной мере оказывают влия-
ние состав и численность кормовых объектов, 
количество пищевых конкурентов и хищников, 
а также численность собственной популяции и 
промысел [2].

Данные выводы еще раз подтверждают ги-
потезу о различии в темпах роста полярной 

Таблица 3

РАСЧЕТНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ СРЕДНЕЙ ОШИБКИ АППРОКСИМАЦИИ И ХАРАКТЕРИСТИК  
ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО КРИТЕРИЯ ФИШЕРА ДЛЯ МАССЫ И ДЛИНЫ ПОЛЯРНОЙ КАМБАЛЫ  

В ОНЕЖСКОМ ЗАЛИВЕ

Район

Средняя ошибка 
аппроксимации (%) Критерий Фишера

Самки Самцы
Самки Самцы

n Fрасч Fтабл n Fрасч Fтабл

р. Колежма 9,66 6,42 583 12534,12 3,86 447 8084,47 3,86
Центральная часть залива 10,83 6,30 1336 50203,69 3,85 296 6430,87 3,87
о. Кий 9,58 9,82 1776 64345,69 3,85 609 12406,26 3,86
Губа  Конюхова 6,80 4,80 72   1148,86 3,98   11 266,039 5,32
р. Нюхча 12,68 6,14 109   1805,98 3,93   64 933,60 4,00
о. Большой Соловецкий 12,80 11,50 134   3216,16 3,91   48 552,49 4,06

Рис. 2. Регрессионные модели, описывающие зависимость массы особей полярной камбалы (а – самки, б – самцы) 
от длины их тела в различных районах Онежского залива: 1 – р. Колежма, о. Кий, р. Нюхча; 2 – центральная часть 
залива, губа Конюхова, о. Большой Соловецкий 

а б
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камбалы в разных районах Онежского и Двин-
ского заливов [10] и доказывают, что зависи-
мость массы тела от длины полярной камбалы 
характерна как для самок, так и для самцов и 
выражается степенной функцией.

Проверка гипотезы о возможном делении 
районов Онежского залива проведена с исполь-
зованием регрессионного анализа на основе 
построения доверительных интервалов регрес-
сии (рис. 4).

Анализ результатов, полученных для куто-
вой части Онежского залива, позволяет рассма-
тривать регрессионное уравнение, описываю-
щее связь массы и длины полярной камбалы и 
построенное по данным района о. Кий, в каче-
стве универсального уравнения для дальней-
ших исследований. Данный вывод подтвержда-
ется двухвыборочным t-тестом (с одинаковой 
дисперсией) с доверительной вероятностью 
95 %. Таким образом, для исследования зави-
симости массы особей полярной камбалы, оби-
тающих в кутовой части Онежского залива, от 
их длины можно использовать универсальные 
уравнения:

для самок
у = 0,0094 х3,0479;

для самцов
у = 0,0102 х2,9928.

Построенные доверительные интервалы 
регрессионных уравнений для открытой части 
Онежского залива позволяют сделать вывод об 
универсальности уравнений регрессии, описы-
вающих зависимость массы тела особей поляр-
ной камбалы, обитающих в центральной части 
Онежского залива, от их длины: 

для самок
у = 0,0053 х3,3073;

для самцов
у = 0,0087 х3,1237.

Заключение. Рассмотренный в работе ме-
тодический подход, основанный на примене-
нии методов корреляционно-регрессионного 
моделирования, может быть использован для 
проведения сравнительного анализа с целью 
выявления схожих процессов в развитии по-
пуляции в зависимости от района обитания и 
половой принадлежности вида. Обосновано 
применение методов корреляционного анализа 
для установления зависимости между длиной 
и массой тела полярной камбалы. Показано ис-
пользование регрессионного анализа для выяв-
ления темпа весового роста в развитии попу-
ляций. 

Итогом применения предложенной методи-
ки является выявление связи изменения массы 
тела полярной камбалы Белого моря и ее дли-

Рис. 3. Регрессионные модели, описывающие зависимость массы особей полярной камбалы (a – самки, б – 
самцы) от длины их тела в различных районах Двинского залива: 1 – центральная часть залива; 2 – р. Северная Двина;  
3 – Унская губа; 4 – Яндова губа 

а б
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ны, которая описывается степенной функцией 
как для Онежского, так и для Двинского зали-
вов. Отмечено наличие характерных для дан-
ной популяции различий в темпах роста, что 
позволяет говорить об изменчивости линейных 
размеров самок и самцов в зависимости от рай-
она залива. Масса особей полярной камбалы, 
обитающей в морской части заливов, выше, 
чем в кутовой.

Для Двинского залива Белого моря четкой 
дифференциации, обусловленной изменчиво-

стью массы тела полярной камбалы в зависи-
мости от района залива, установить не удалось, 
что может быть объяснено отсутствием доста-
точного объема статистического материала.

Дальнейшая работа будет направлена на 
расширение базы данных статистического 
материала, включающей линейные и весо-
вые характеристики популяции полярной 
камбалы, обитающей в Белом море, а также 
в юго-восточной части Баренцева и Карского 
морей.

Рис. 4. Доверительные интервалы уравнений регрессии по районам Онежского 
залива (а – кутовая часть, б – открытая часть), самки (две кривые по каждому району 
демонстрируют нижнюю и верхнюю границы доверительных интервалов регрессии)
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mathematical modeling techniques FOR STUDYING THE GROWTH  
OF THE ARCTIC FLOUNDER (Liopsetta glacialis) IN THE WHITE SEA

An actual issue of studying the dynamics of fish growth in populations is the analysis of linear 
and weight characteristics of individuals; and the choice of the method is important. Mathematical 
methods of analysis serve as a tool for solving a wide range of problems, but each of them requires 
an individual method, which allows obtaining reliable results. The paper analyzes the empirical data 
using mathematical modeling techniques to determine the patterns of body mass changes of the Arctic 
flounder, depending on its length in various areas of the Dvina and Onega Bays of the White Sea. 
The proposed methodology elicits the fact that the growth rate of males and females differs largely 
in all studied areas. The body mass dynamics of the Arctic flounder, depending on the body length 
variation, is described by a power function for both Onega and Dvina Bays of the White Sea. The 
regression analysis lead to the conclusion that two separate zones can be distinguished in the Onega 
Bay, characterized by different growth rates of linear and weight characteristics for both males and 
females living in the apex and sea part of the bay. Such isolated zones are not identified in the Dvina 
Bay. The universal equations can be used to study the dependence of body mass on the length of the 
Arctic flounder species living in different parts of the Onega and Dvina Bays. 

Keywords: Arctic flounder of the White Sea, linear growth of the Arctic flounder, weight growth of the 
Arctic flounder, correlation analysis, regression analysis, parametric test.
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